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RESUMEN

En este trabajo presentamos una demostracion de la buena definicion del Método
Lagrangeano Aumentado con Penalidades P, € P la cual incluye casi todos los casos
existentes en la literatura. Las penalidades que describimos consideran dos subfamilias;
una, continuamente diferenciable y estrictamente convexa (entre otras caracteristicas)

v la otra, continuamente diferenciable, estrictamente convexa en [-b, +o0) para algiin

b>0 'y constante en (- oo, -b].Las pruebas de buena definiciéon realizadas por
Rockafellar [10], Bertsekas [1], Polyak y Teboulle [7] y Gonzaga y Castillo [2]

vendrian a ser casos particulares.

ABSTRACT

We present a proof of the well definition of the Aumented Langrangian Method with
Penalties P, € P that includes almost all cases existing in the literature. The penalties
we describe consider two subfamilies: one, continuously differentiable and strictly
convex (among other characteristics) and the other one, continuously differentiable,
strictly convex in [-b, +o0) for some b>0 and constant in (-oo, -b]. The tests of good
definition made by Rockafellar [10], Bertsekas [1], Polyak and Teboulle [7] and
Gonzaga y Castillo [2] would be particular cases.

INTRODUCCION

Problemas no lineales de optimizacién surgen
espontdneamente en muchos campos de aplicacion.
Uno de los més estudiados es el siguiente:

minimizar f (x)
s.a. g, < 0, i=1,.,m
xe IR®

donde f:IR*— IR U{+eo}, g 1 IR" = IR U{+eo}
para i=1,..., m son funciones convexas y cerradas.

Pararesolver este problema de optimizacion convexa
apareci6 a fines de la década de los 70 un método
que se ha venido aplicando con éxito hasta el dia de
hoy; estamos refiriéndonos al Método Lagrangeano
Aumentado.

Este método como muchos otros métodos, se basa

en la sustitucion del problema inicial por una
secuencia de subproblemas, el primer objetivo a
alcanzar serd garantizar la buena definicién de la
sucesion formada por alguna solucién de cada
subproblema. Rockafellar [10], demostré esto
mediante el uso de penalidades estandar, Bertsekas
[1] 1a garantiz6 para penalidades de tipo exponencial.

Otras pruebas de la buena definicién del Método
Lagrangeano Aumentado se encuentran en [7] y [2].

La prueba de buena definicién que presentamos a
continuacion, incluye todos estos casos.

Nosotros definimos las penalidades P . € P
considerando dos subfamilias, una continuamente
diferenciable y estrictamente convexa y la otra,
continuamente diferenciable, estrictamente convexa
en [-b, +e0) para algin b>0 y constante en (- o, -b].
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LA BUENA DEFINICION DEL METODO
LAGRANGEANO AUMENTADO

Definicién 2.1.- Se dice que la funcién f: IR* IR
U{+co} no idénticamente +eo es convexa si para
todo (x,x’) €elR*x IR"y todo a0 € (0, 1) tenemos:

flox +(1- o)x’) < o f(x) +(1- o) f(x")

considerando esta desigualdad en IR U{+eo}.
Esta clase de funciones sera denotada asi f € Conv
IR™.

Definicién 2.2.- La funcién f : IR® IR U{+} se
dice cerrada, si para cada x € IR" se verifica
lim -2 inf f(y) = f(x).

Si feConv IR" y ademds f es cerrada, denotaremos
feConv |R",

Consideremos el siguiente problema de optimizacién
convexa:

minimizar f (x)
sa.g . <0,i=1,.,m P)

donde f: IR"™ — IR U{+ee}, g.: IR" = IR
U{+oo} para i= 1,..., m son funciones convexasy
cerradas.

Hipétesis 2.3.- Supongamos que el conjunto de
soluciones Optimas del problema (P) es no vacio y
limitado.

Hipétesis 2.4.- (Condicién de Calificacion de Slater).
Supongamos que existe X € IR" tal que

g (x)<0 paratodo i=1,.., m.

Definicién 2.5.- Dado b > 0 (posiblemente +oo),
denotemos por P ala familia de funciones P: IR x
IR, = IR o P:IRXxIR — IR que satisface lo
siguiente:

Si b = +oo (respectivamente 0 < b < +0o0)

1.-P(.,u) es continuamente diferenciable en IR,
estrictamente convexa en [-b ,+o0) y constante
en (-co, -b].

2-P(0,0)=0, 2 (0 1) =u
ot

3. lim ai(t,u)zo y
ot

. P
4.- lim Coron —6 (t,u)=+o
ot

para cualquier u > 0 y para todo t €IR
respectivamente para cualquier u =0 y paratodo t
€ IR).

Por comodidad de aqui en adelante escribiremos P
‘(.,u) en lugar de ai (.,u), para cualquier
u=>0. ot

Las funciones Lagrangeano y Lagrangeano
Aumentado

La funcién Lagrangeano asociada al problema (P)
es definida por

m
xe€ IR, ue R = 1(x,w= fx)+ Z u,g;(x),
i=1
aparece en la teoria de la optimizacién al tratar de las
condiciones necesarias y suficientes que una solucién
del problema (P) verifica.

Como veremos mas adelante, estas condiciones (y la
funcion lagrangeano clésico) seran parte fundamental
en la construccién del método Lagrangeano
Aumentado en estudio. De manera similar definimos,
asociada al problema (P), L, la funcién Lagrangeano
aumentado (con penalidades P € P ) dada por:

x€ IR", ue IR™, A > 0— L(x, u, A) = f (x) +A (2.1)

donde las m funciones P:: IR X IR — IR (0 las m
funciones P,: IR x IR, — IR) llamadas penalidades
perteneceran a la familia P definida antes.

La primera funcién Lagrangeano aumentado
introducida tenia aplicacién a problemas con
restricciones de igualdad (ver [5] y [8]).

Rockafellar [10] generaliz6 la metodologia para el
caso donde las restricciones son de desigualdad. Esta
primera funcién L.A. es dada por:

x€ R, pue R, A>0SLE U A)=fx)
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m

N Z%[(max{o, W, + %})2 = uf} (2.2)

i=1

Resultados preliminares a la descripciéon del
método

Definicién 2.6.- Sea C C IR" un conjunto convexo.
La aplicaciéon F : C — IR" se dice mondtona
(respectivamente estrictamente mondtona) en C si
para todo (x,x’) € Cx C, (Fx)-F(x"))'(x-x’)=0
(respectivamente (F(x)-F(x’))' (x-x”) > 0, cuando
X #X).

Teorema 2.7.- Sea f una funcién diferenciable en un
abierto QO C IRy sea C < () un conjunto convexo.
Luego f es convexa (respectivamente estrictamente
convexa) en C siy solosi V f es mondtono
(respectivamente estrictamente mondtono) en C.

Prueba.-
Ver Teorema 4.1.4, pag. 185 en [3].

Observacién 2.8.- Sea f : IR — IR convexa
(respectivamente estrictamente convexa) y
diferenciable.

Para L 20 (respectivamente [L > 0), si f ‘(0) =
y lim _ _f ‘(t) = 0 entonces f (1) 2

(respectivamente f ‘(t) > 0) paratodo te IR.

W
0

Prueba.-

a) Para f convexa. Dadoque f ‘(t)=L 20 para t
= 0, analizaremos dos casos.

i) Si t=0 entonces por el Teorema 2.7 f ‘(t) 2 £ (0).
Asi, f()=2pnL20.

ii) Caso t < 0. Supongamos que existef <0 tal
que f ‘(F) < 0 entonces, para todo t <  tenemos
f ‘(t) £f(f) <0 por el mismo teorema.
Haciendo tender t —>-cc obtenemos,

lim 0 <f(7)<0

lo que contradice la hipétesis. Luego, para todo
t <0,f(t)y= 0.

Por tanto, f ‘(t) 2 0 para todo t € IR.

b) Para f estrictamente convexa. Supongamos que
existe 7 € IR tal que f * (7) = 0. Entonces, para
do t < 7, nuevamente por el Teorema 2.7, tenemos
f <t (7). Asif ‘() <f () =0.

Por el resultado anterior (caso f convexa) sabemos
que f ‘(t) = Opara todo t € IR. Luego, 0 <f *(t) <0,
lo que es una contradiccién. Por tanto, no existe t
€ IR tal que f “(t) = 0, o sea, retiramos la igualdad
en la conclusion de la Observacion.

Proposicién 2.9.- Seafe Conv IR" (respectivamente
Conv IR") y sea g € Conv IR (respectivamente
Conv IR") creciente.

Supongamos que existe x°€ IR" tal que f (x°) € dom
g. Luego la funcién com-puesta x —g(f(x)) estd en
Conv IR" (respectivamente ConviR").

Prueba.-
Ver Proposicion 2.1.8, pag. 160, en [3].

Observacién 2.10.- Para cada u=0 y A > 0 fijos.
Considere P€ P y g:IR* = IR U{+o} una
funcién convexa y cerrada. Entonces:

) 9P (tuy=P (t) 20 paratodote IR O sea
ot P, =P(.u) es creciente.

i) P( & 18 ,W=P o & es convexa y cerrada.

by A

Ademds, si P € P es tal que para cualquier u > 0,
P( .,u) es estrictamente convexa (el caso en que b
=+00), entonces Pu (t)>0, paratodote IR" O
sea, P_ serd estrictamente creciente.

Prueba.-

i) Como P € p, para u20fijo P(,u)=P () es
convexa y diferenciable en IR. Ademas de eso
P verifica las condiciones de la observacion
2.8 entonces P, (t)>0 para todo te IR"
luego, P, serd creciente..

ii) Dado que g es convexa y cerrada, para A >0
fijo, g / A también lo sera.

Como para u 2 0 fijo, P es convexa y creciente,
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tenemos por la proposicién 2.9 que la compuesta

P o & también estard en C onv IR".

A
Laultima afirmacién se obtiene del caso alternativo
en la observacion 2.8.

Observacién 2.11.- Parapt >0 en IR™y A >0 fijos,
consideremos la funcion Lagrangeano aumentado con
penalidades P, € P definida en (2.1).

Entonces:
x€ IR" = Lix, L, A) = Lt (x) =1 (x)+ A

> RES, )

es convexa y cerrada.
Prueba.-

Para |1 20 en IR™ fijo, tenemos L. 2 0 paratodoi=1
..., m. Entonces, como cada P, € P y g son
convexas y cerradas, por la Proposicién 2.9 (i), P, 0O
8i estara en Conv [R", para A > 0 fijo.

A

Finalmente, como Lu’ »€s una combinacién positiva
de funciones convexas y cerradas, Ll » también
estard en C onv IR, 1

Proposicién 2.12.- Para f € Conv IR", se tiene:

x€ IR" minimiza f si y solo si 0 e Jf(x).

Prueba.-
Consecuencia del Corolario 1.4.4., pag. 48 dado en

[4].

Corolario 2.13.- Sean f , f,, dos funciones convexas

y cerradas. Asumamos que ri dom f (1 ri dom f, #0.
Luego:

J(f +£)(x) = Of (x)+0f(x) para todo x € dom f,N
dom f.

Prueba.-
Ver Corolario 3.1.2, pag. 114 en [4].

Teorema2.14.- Sean f:IR" — IR U{+c0}, convexa
y g € Conv IR" creciente. Asumamos que f(IR*) [
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intdom g £0 .
Luego, para todo x tal que:

f(x) € dom gs € d(g,)(x) siysolosiTa >0 tal
que s € d(o N)(x) , o€ dg( f(x)).

Si ademas, g es diferenciable en f(x), la relacién
anterior puede expresarse por:

d(g oDH(®) = dg(f(x)) ().

Prueba.-
Consecuencia de los Teoremas 3.6.1, pags 125y 126,
en [4]y 4.3.1., pag. 265 en [3].

Definicién 2.15.- Un punto X € IR " es llamado un
punto de Karush Kuhn Tucker (K.K.T) si-existe
algin punto u# €IR " tal que se verifica

a) 0 Of(r) +,U,g,(X) = dl(x )
i=1

byum =20

¢)g(x)=0 paratodoi=1,..,m

du gx)=0 paratodoi=1,...,m

Si se verifica apenas a) diremos que (x z ) cumplen
la condicién de Lagrange.

Definicién 2.16.- Una funcién definida de la siguiente
manera: X € IR"— <S,x> +k, paraalginse IR"y
algiin k € IR ", es llamada funcién a fin.

Sea X={x€IR": g (x)<0} el conjunto de puntos
viables para el problema (P). Denotemos por J al
conjunto de indices correspondientes a las
restricciones g, afines:

J ={i=1,.,m: g esuna funcién a fin}

a

Definicién 2.17.- Decimos que X satisface la hipétesis
débil de Slater si existe un punto x°€ IR"en el cual:

) gx)<Oparai€ J
i) g(x°)<Oparai¢J

Al asumir la Hipdtesis 2.4, se estard satisfaciendo la
hipétesis débil de “Slater”.

Teorema 2.18.- Supongamos que se verifica la
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hipétesis débil de “Slater”. Entonces, para cualquier
X € IR el hecho de quex sea un punto de Karush
Kuhn Tucker es suficiente y necesario para que X

sea una solucion del problema (P).

Prueba.-
Ver Teorema 2.2.5, pag 310, en [3].

Descripcion del Método Lagrangeano
Aumentado

Consideremos la funcién Lagrangeano Aumentado
con penalidades P, € P asociada al problema (P) y
{A} C IR limitada de nimeros reales positivos. El
Método Lagrangeano Aumentado para la optimizacién
convexa intenta aproximar un punto de K.K.T. (que
bajo la Hipétesis 2.3 y por el Teorema 2.18, serd
también una solucién del problema (P)) mediante la
secuencia {x*} C IR" generada al resolver
iteractivamente, partiendo de algtin punto u° € IR™
(L€ IR™ ) dado, problemas del tipo:

Minimizar __,

n L U A ) = () + A,

&y el %)
23( A 1) &)

i= k

donde la actualizacién de L* se realiza por la férmula:

8P . k+1

uiku =a¥l (y ik+1 , I'Lik)’ ‘ik+l :M para todo =
yi k

1,..,m (2.3)

(x**! denota una solucién del problema ( Pk)).

La idea es procurar verificar las condiciones dadas
por la Definicién 2.15.

Primero imponemos la verificacién de la condicién
de Lagrange para todos los iterados. Expliquemos
esto.

Para x**! una solucién del problema (£,) (que por

ahora supondremos que existe), tenemos por la
Observacién 2.11 y la Proposicién 2.12.

Oe aij i, fx (2.4)

Evaluando la relacién (2.1) en (U* A, ) obtenemos:

L ) =fx+A, i (X)

Usando ahora el Corolario 2.13:

OL Uk A, (x) = Of ()+ A, ia[ B (g)} 2.5)
i=1

k

Como R « es creciente (Observacion 2.10 (1)) y
dlferen(:lable en IR, por el Teorema 2.14,

L&) 2,(x), 2g,(x)
P 818 1) - ay a5

k !

? i

&)
7\‘1(

Sustituyendo esto en (2.5), evaluando en x*! y
retomando (2.4).

0€ 9L px A, (x) =9 =)+

aP k+1
gl (X ) k+1
2w L

k+1
Hi

Asf, (x*!, 1) verifica la condicién de Lagrange, lo
que garantiza que un punto limite de la secuencia {xX,
U} (si existe) también satisfacerd dicha condicién.

Por otro lado, usando la Observacién 2.10 (i) (con 1
=W >0, A=2 >0y x=x!paraunk eIN dado) y
la férmula (2.3) obtenemos P!> 0 (respectivamente
! > 0 para todo k €N, para penalidades P, (> 1
estrictamente convexas).

Luego, la viabilidad dual se verifica para un punto
limite 7 de la secuencia {|*}. Viabilidad primal y
complementaridad (items ¢ y d de la Definicién 2.15
respectivamente), no se satisfacen a lo largo de los
iterados. No en tanto deberdn verificarse en un punto
limite (X 47 ) (esto acontece por ejemplo en el caso de
las penalidades de Polyak y Teboulle [7]).

Para conseguir estos objetivos, asi como para
garantizar la existencia de soluciones del problema
( Pk) y la convergencia de las secuencias {xk} y
{uk}, deberemos asumir algunas hipétesis, pero ese
no es nuestro objetivo.

Nosotros estamos interesados especificamente en
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probar la buena definicion de la secuencia {xk} C
IRn generada por el Método Lagrangeano
Aumentado con penalidades P, € P.

Esta prueba incluye casi todos los casos existentes
en la literatura, tales como los que se encuentran en
[10] (donde se usa la penalidad Estandar), en [1] (que
usa la penalidad Exponencial), en [3] (con penalidades
estrictamente Convexas) y en [2] que considera
penalidades con Cambio de Variable. Comenzaremos
presentando algunas definiciones y resultados que
seran de utilidad.

Definiciones y Resultados Preliminares
Para f: IR® — IR U{+e} y algtinr € IR denotemos
por S_(f) a los conjuntos de nivel de f dados por:

S(H)={xe IR": f(x) <r}.

Sea h: IR® — IR U{+e} una funcién convexa
cerrada, recordemos su funcién de recesién h’_(d):

de R* »h'_(d=lm, _ hE+A)-hx)
para x € dom h. I8

Proposicion 2.19.- Para fe ConvIR?, los siguientes
items son equivalentes:

i) exister € IR para el que S (f) es no vacio y
compacto.

ii) todos los conjuntos de nivel de f son compactos,
iti) f °_(d) >0 paratodo d #0en IR"

Prueba.-
Ver Proposicién 3.2.5, pag. 180 en [3].

Definicién 2.20.- Una direcciéon d #0 en IR" es una
direccién de recesion de h sif,, (d) <0, donde /., ()
denota la funcién de recesién de h.

Observacién 2.21.- Si el conjunto de soluciones
6ptimas del problema (P) es no vacio y limitado
(Hipétesis 2.3), entonces las funciones f, g ,.......8
no tienen ninguna direccién de recesién comun.

Prueba.-

Por contradiccién. Supongamos que h es una direccién
de recesién comun.

Entonces, para x*, una solucién 6ptima, tenemos que
para todo A>0, x*+ A hserd viable y f (x*+ A h) <
f(x*), lo que es una contradiccién pues el conjunto
optimo es limitado. Luego, no existe direccion de
recesion comun.

Proposicién 2.22.- Sean f ,......,f m funciones en
ConviR* y t ...t m ndmeros positivos.
Asumamos que existe x’€ IR" en el que f , es finito

para todo j =1 ,..., m. Luego para f = ztjfj

J=1
m

tenemos:  f, = Zt ; fjw
j=1

Prueba.-
Ver Proposicién 3.2.9, pag 182 en [3].

Observaciéon 2.23.- Sea f: IR® — IR U{+c0} una
funcién convexa y cerrada. Luego parax € IR" y
para todo h € IR" tal que h # 0, fo;(h) =lim, f
‘(X + Ad, h) donde f ‘(x, h) denota la derivada
direccional de f en el punto x, en la direccion h.

Prueba.-

Para todo x € IR" y para cualquier h € IR" tal que h
#0, por la definicién de f ‘(x, h) tenemos f (x+A h)
>f(x) + A f‘x,h) paratodo A > 0.

Entonces:

f(x + Ah) -f(x) > £ (x, h),

A
0] sea,fo; (h) = f ‘(x, h) . Haciendo x = X +1h para
e IR" fijo y para todo A > 0 tenemos: £, (h) = ‘(X +
Ah , h) paratodo A>0.

lim

A—rtoo

Tomando limite cuando A — +eo £, (h) = lim o
f ¢(x +Ah, h) paratodo A > 0.

Para y = X +\h € IR" paratodo A > 0 entonces f
(x) =f(y)+ Af(y, -h). Sustituyendo y, f=1f
(x +Ah) + A £ “(y, -h). Pero, como f es convexa se
verifica también f ‘(y, h) = - f ‘(y, -h).

Sustituyendo esto en la relacion anterior:

f (Xx+Ah) - f(x)=Af* (x+Ah,h) paratodo A > 0.

Tomando limite cuando A — +o0 :
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lim, _ fx+Ah)-f(x) =lim _

- _f(x+Xh,h)
A

+

o0 sea
fo)=lim,  f(X+Ah,h).
Luego tenemos probada la igualdad.

Observacién 2.24.- Sea f : IR"— IR U{+c} una
funcién convexa y cerrada, h € IR"y x € IR"
Entonces:

f (x, h)= max af(x){<S,h> }
donde: 0f(x) es no vacio compacto y convexo.

Prueba.-
Consecuencia del resultado (2.0.1), pag 102, en [4].

Observacién 2.25.- Para P: IR — IR una funcién
convexa diferenciable y g: IR® — IR U{+co} una
funcién convexa cerrada, definamos la compuesta x
e IR" = f(x) = P(g(x)).

Si P’(t) 20 para todo te IR entonces f ‘(x, h) =P
‘(gx)) g’ (x, h) paratodo he IR, x €IR".

Prueba.-
Parax € IR" arbitrario, he IR" fijo, de la Observacién
2.24 tenemos:

f ‘(x, h)= max {<s,h> ,seof (x) }
= max {s'h:s=P ‘(gx))v,

Yedg(x)}

=max {P‘(gx))yh:
Yedg(x)}

= P (g(x)) max {y'h:
Yedg(x)}

usando nuevamente la Observacidn 2.24 ahora con
g:T(x,h) =P ‘(g(x)) g’(x, h), que es lo que queriamos
probar.

La buena definicién del Algoritmo Lagrangeano
Aumentado con penalidades P, € p

Consideremos el problema (P) bajo 1a Hipétesis 2.3.
Sea {x*} — IR" una secuencia generada por el
algoritmo Lagrangeano Aumentado con penalidades
P € p siguiente:

e R” 2.7)
X< _argmin _ {LOGUEA,)) 2.8)
aP i+ K
uf‘+1=4(yf T paratodoi=1,...,m
Loy,
y paratodo k € IN 2.9)

donde {A } es una secuencia limitada de nimeros
reales positivos, L es la funcién Lagrangeano
Aumentado con penalidades:

k+1

Pepry yi"“ _ gi(x™) para i=1,.,m.
3

Afirmacién 2.26.- La secuencia {x*} estd bien

definida.

Prueba.-

Dados A, > 0y u*=0 (k € IN arbitrario),
probaremos que L LI* A, no tiene direccién de recesion
(Io que segtin la Proposicién 2.19 serd equivalente a
afirmar que los subconjuntos de nivel de L [1* A, son
compactos. Luego L [1x A, alcanza su minimo en IR").

De la definicién de L it A, como f y (B, s o &iy
: o
estan en Conv (R por la Proposicién 2.2 tenemos:

L_(z, u, )= fi(z)+ kki hl_'oo (z)para todo ze IR

i=1

donde h(x) =P, g (%) M<k paratodo i=1,..., m
Ay o

o también usando la Observacién 2.23:

lim

Eu*,kk (x+Az,z) =1lim et (X +A2Z,2)

A—r+oo

A > lim, L, B (x+ Az, 2) (2.10)

i=1
Por otro lado, para z # 0, en IR", tenemos dos
alternativas para una restriccién g arbitraria: z es
direccién de recesion de g o no es.

Supongamos que g,/ < 0.

Entonces, para Xun punto viable del problema (P)y
A > 0 tenemos, por la Observacién 2.25,
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B(x+2z,7) P gi(XJr?\z),Hik g.(x+2z,2)
}\‘k 7\‘/{

Cuando A—> +eo tenemos dos alternativas:

i) g (¥+Az) —- oo Entonces P '_(M’M_kj
1 7\{]{ i

-0y g,(X+ kz,z) eslimitada, o
limitada.

i) g(X + Az)es Luego

P [M , H_"J es limitada y como g es
1 7\‘1" ]

convexa g,'-(f +Az,z) = 0.

En ambos casos,

h,:(fc+7uz,z) — 0 cuando A — +o0 (2.11)
ii)Sig ., (z)> 0, g(X+2Az2) 400y

P—)'_[gf(xjL Az) H-k) +oo cuando A —> +co,
i )\, > i

I
Osea, h(X+Xz,z) —>+oo. (2.12)

Sustituyendo estos resultados en (2.10) y usando la
Observacion 2.23, tenemos:

v / ' * . .,
L.(z,p",A)= {fw (2)si z es direccién de rece-
sién de las funciones g, oo caso contrario. (2.13)

Finalmente, supongamos que existe z° # 0 direccién
de recesion de L W+ A, luego, de (2.13) :f, (z°) <0
(0 sea, z° es direccion de recesion de las funciones g,
y de f), lo que contradice la Observacién 2.21.

Por tanto,

L (z,n*,A,) >0 paratodoz#0 enIR".

SIMBOLOGIA
intS Interior del conjunto S.
ri S Interior relativo del conjunto S.
IR, Conjunto de nimeros reales no negativos
IR, Conjunto de nimeros reales positivos.
IR” Conjunto de puntos de IR™ cuyos
componentes son no negativas.
IR”, Conjunto de puntos de IR™ cuyos componentes

10.

son positivas 0f(x). Conjunto de subgradientes
de la funcién de f en el punto x.
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