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ESTUDIO NUMERICO DE LA SOLUCION PARA EL PROBLEMA DEL

En muchos problemas originados en la Mecénica de
Fluidos, se desea conocer cantidades fisicas, como
por ejemplo: velocidad, temperatura, presion, densidad,
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RESUMEN

Se considera el flujo de un fluido laminar que se filtra a través de un medio poroso.
Este comportamiento conduce a la formulacién de un modelo matemdtico que mediante
la transformacion de Baiocchi permite expresarlo como un problema de frontera libre.
En éste se desea evaluar el gradiente de presion del fluido en el medio. El presente
trabajo consiste en lo siguiente: i) formulacion variacional del problema ii) estudio de
la existencia y unicidad de solucién y iii) resolucién numérica del problema de
minimizacion convexa generado. Para hallar la solucién numérica de la inecuacion
variacional, se ha utilizado el método de Elementos Finitos y el algoritmo de Uzawa.
En la simulacion numérica del problema del digque se ha considerado como dominio
de cdlculo computacional, una geometria en IR’ de forma rectangular, asumiendo
como fronteras conocidas, la zona impermeable, la que estd en contacto con el aire y
la que coexiste con el fluido. La frontera libre (o desconocida) es generada por la
curva que separa la zona seca de la zona hiimeda. La técnica numérica que se ha
realizado para resolver este problema es muy eficaz y se recomienda en otros problemas
de tipo no lineal, por ser extensible el tratamiento matemdtico y por la velocidad de
convergencia computacional en el proceso.

ABSTRACT

The flow of a laminar fluid is considered that filters through porous means. This behavior
leads to the formulation of a mathematical model that by means of the transformation
of Baiocchi allows to express it like a problem of free boundary. In this one it is desire
to evaluate the gradient of pressure of the fluid in means. The present work consists of
the following thing: i) variational formulation of the problem ii) study of the existence
and unicity of solution and iii) numerical resolution of the generated problem of convex
minimization. In order to find the numerical solution of the variational problem, the
Finite Elements Method and Uzawa algorithm, it has been used. In the numerical
simulation of the problem of the dam a geometry in IR? of rectangular form it has been
considered like domain of computacional calculation, assuming that the impermeable
zone, the one in contact with the air and the one that coexists with the fluid, to be
known borders. The free border (or unknown) is generated by the curve that separates
the dry zone of the wet zone. The numerical technique that has been made to solve this
problem is very effective and it is recommended in other problems of nonlinear type, to
be tensile in the mathematic process and by the speed of computacional convergence
in the process.
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INTRODUCCION etc, que satisfagan algin tipo de problema con
formulacién en derivadas parciales con valores de

frontera. Generalmente se resuelven los problemas
donde la variable a evaluar, tiene valores conocidos
en la frontera de la region de estudio. En el presente
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trabajo se propone la resolucién de un problema donde
una de las fronteras que delimitan la region de estudio
es desconocida, lo que se conoce como problema de
frontera libre siendo conocido el valor que la variable
incOgnita toma en ella. Esta frontera por determinar
se considera una incégnita mds para el problema.
Casos como éste se presentan frecuentemente en la
construccién de embalses artificiales, y en otros
problemas donde las caracteristicas fisicas del medio
donde se resuelve el problema son distintas.

Nuestra atencién se dirige al caso de evaluar de forma
numeérica la velocidad de flujo, y el comportamiento
de la presion de un fluido que se desplaza a través
de un medio poroso llamado Dique, por lo que se le
denomina “Problema del Dique”. Este problema
conduce a una Inecuacién Variacional del tipo Eliptico,
la cual procede de un problema de contorno siendo
desconocida una de sus fronteras. El desarrollo del
presente trabajo consiste en realizar el estudio de
existencia y unicidad de la solucién, propuesta de una
técnica de resoluciéon numérica y se dan algunos
resultados de la convergencia de la solucién
aproximada.

Descripcion fisica del problema del Dique

Cuando Ilueve o nieva, parte del agua que cae es
retenida por el suelo, otra es absorbida por la
vegetacion, parte se evapora, y el resto, que se
incorpora al caudal de los rios recibe el nombre de
aguas de escorrentia. Las inundaciones se producen,
cuando al no poder absorber el suelo y la vegetacion
toda el agua, ésta fluye sin que los rios sean capaces
de canalizarla ni los estanques naturales o pantanos
artificiales creados por medio de presas puedan
retenerla. Las escorrentias alcanzan cerca de un 30%
del volumen de precipitacién, y esta cantidad puede
aumentar al fundirse las masas de nieve. Las cuencas
de muchos rios se inundan periédicamente de manera
natural, formando lo que se conoce como llanura de
inundacion.

Las inundaciones fluviales son por lo general
consecuencia de una lluvia intensa, a la que en
ocasiones se suma la nieve del deshielo, con lo que
los rios se desbordan. Se dan también inundaciones
relampago en las que el nivel del agua sube y baja
con rapidez. Estas suelen obedecer a una Iluvia
torrencial sobre un area relativamente pequefia. Por
ejemplo las zonas costeras se inundan a veces durante

Fig. 1 Embalse Natural

la pleamar, a causa de mareas inusualmente altas
motivadas por fuertes vientos en la superficie
ocednica, o por maremotos debidos a terremotos
submarinos. En este caso se considera el agua
retenida embalses con diferentes niveles de
profundidad y separados por un dique (Fig. 2). El agua
se filtra por gravedad, desde el nivel mds alto al nivel
mas bajo. Entonces el problema consiste en
determinar algunas cantidades fisicas importantes,
tales como el campo de velocidad del flujo, presion
del fluido, la capacidad de acarreo, asi como también
algunas incGgnitas geométricas necesarias (lineas de
corriente y la porcién seca del dique) asociadas al
movimiento del fluido.

Estudiaremos el problema bajo las hipétesis de flujo
bidimensional estacionario en ausencia de evaporacion
y del fenémeno de capilaridad, asumiendo que el fluido
es incompresible y que el material del dique es poroso,
e isotrépico. Pueden existir presas con diques de forma
rectangular (Fig. 2) o de una forma generalizada (Fig.
3).
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Fig. 2 Dique rectangular
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Fig. 3 Dique de forma generalizada

Para el desarrollo numérico que presentaremos en
este trabajo, asumimos que el dique es de forma
rectangular y estd compuesto por paredes verticales
y de base horizontal.
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Fig. 4 Esquematizacion del dique rectangular

Ahora introducimos algunas notaciones:

Las variables V;,¥,,X; denotan las alturas de los
depdsitos y el espesor del dique, respectivamente.
La region ocupada por el dique serd denotada por
D cIR?> donde encontramos dos regiones, una
llamada €2 donde se concentra el fluido y otra llamada
Q.. donde no tenemos presencia del fluido. La
ecuacion que gobierna el desplazamiento del fluido
viene dada por la ley de Darcy:

k
qz—gv@+pg0 )

Donde ¢ es el vector velocidad del fluido, p es la
presion, p es la densidad, m es la viscosidad, & es el
coeficiente de permeabilidad del medio (p, L, k se
consideran constantes) y suponemos que la ordenada
Y es positiva.

Si definimos el potencial de velocidad como:

¢ =p+pgy 2)

Podemos expresar el campo de velocidades como:

g=—Fvy 3)
L

Debido al principio de conservacién de la cantidad
de masa se requiere que la velocidad del fluido
satisfaga la siguiente condicién de continuidad:

Vig=0 )

Relacionando esto con el potencial de velocidades
obtenemos:

Ad = V-Vo
= -V.g
= 0
Es decir, ¢ satisface la ecuacién de Laplace en la
zona himeda Q.

&)

Haciendo un adecuado cambio en las unidades de
longitud, y sin cambio en anotacion escribimos:

$=p+y - (©

Condiciones de Frontera para ¢

En4F: ¢(0,y)=y ()
EnBC: $(x,)) =7, ®)
EnfD:  ¢(x,f(x) = [f(x)
Dsen = o0 ©)
n
EnCD: 9C(y) =Y o
g_i(xvy) = ( )
EndB: D0 = 0 (11)
oy

f(x) es una funcién cuyo grafico representa la frontera
desconocida, y se considera como una incégnita mas
del problema.

Transformacion de Baiocchi

El propésito en esta seccion es reformular el problema
extendiéndolo a todo el dominio D, ya que hasta ahora
s6lo tenemos informacién sobre €2 . Para esto
definimos la siguiente funcién escalar, ¢ ,, como:

_[#(x,y) enQ {5
¢D(x9y)_{y enD—f—Z} ( )
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Definida sobre toda laregion D=Q_ UQUT
donde T es la frontera libre.

Y definimos ademds una nueva funcién w, llamada
Transformacion de Baiocchi, de la forma:

w(x,y)=[[b(xn)-nldn en D (13)
Comportamiento de w

w(x,y)=0 en Q UT (14)
S(x)
wx,»)= [p(xm)dn en Q

)

y por tanto w(x,y)>0 en Q (15)
Aw=1 ,enQ
Aw=0 ,enQ (16)

Condiciones de Frontera para w

En AFw(00) =) (1 a7
En BCiw(sv)= ) (2= as)
En CD: wlx,,y)=0 (19)
En DE : w(x,y)=0 (20)
En EF : w(x,y)=0 1)
En 4F : w(x0)= % - (yfz—);lvj)x @

Estas condiciones para w en el borde de D, nos
permite definir:

g:IcIR—>IR
1= w(x(1), (1))
donde (x(¢), y(t)), es una parametrizaciéon de 0D .
Observacién.- g es continua sobre 0D, pero no
diferenciable en toda la frontera, sino sélo en casi en
todas partes de ella, pues el dominio D tiene aristas
en los bordes.

Formulacion Diferencial

Con las notaciones anteriores w es solucién del
siguiente problema:

Encontrar w e H'(D):
[PDE aw=1,, en(C7®)) (23)

won=g

Formulaciéon Variacional

Utilizando la transformacion de Baiocchi podemos
expresar el problema del dique por medio de una
inecuacion variacional eliptica de primera especie
(IVE). Para ello definimos el espacio funcional
V:H(’)(D) .y welV,conw=w-¢g ,para
geH' (D)™ =8 -

Entonces:
El problema [PD] es equivalente a resolver el
siguiente problema variacional para w :

(24)

[ Encontrar w € K :
a(w,v— W,)Z L(V—W,), Vve K

donde:  a(u,v)= IVu.Vv dx dy

D

L(v)= —I (v+Vg.Vv)dx dy
D
K=4{eV:v>-gcpdenD}
Dada la simetria de la forma bilineal de la inecuacién

variacional,la solucién buscadaw(x, y)serd también
solucion del problema de optimizacion:

J(w) =min J(v) (25)
Donde el funcional J esta definido por:
1
J(v)= 5 a(v, v)— L(v) (26)

En efecto se trata de resolver el problema de
minimizacion:

[PM] Hallarw e K 27)
J(W)S J(v), Yve K

El siguiente teorema me garantiza la existencia y la
unicidad de solucién para el problema [PV].

Teorema de Lions Stampacchia
Sea V un espacio de Hilbert con producto interno
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(...), y una norma asociada H HV ,a(.,.):VxV = IR
una forma bilineal, V-eliptica y continua, K < ¥ un
conjunto convexo, cerrado y no vacio, y L una forma
lineal continua. Entonces el problema:

Encontraru € K tal que:
a(u,v—u)=Lu—-v), Vvek (28)
Tiene una y sélo una solucion.

Formulacién Lagrangiana

Introducimos ahora el espacio W = L* (D) , yla
funcional 7 definida sobre W de la siguiente manera:

7 ( ) 0, siveK (29)
V)=
K +00, sivg K

Esta funcional es llamada “funcional indicatriz”, y
es propia, semicontinua inferiormente (s.c.i) y
convexa en el caso de que K sea convexo.

De esta manera el problema [PM] es equivalente a:

[PM2] Hallarw e V'
J@WH L) <TW)+1,(v), VveV

Asociado a una funcional, j, se define la “conjugada
de j”, j°, como:

7@ =supd,{g.v), =0} €W o)

Al ser 1.(")
escribir:

Iy(v)= SL;B{W'@’ V>W N ]1; (q)} (31)

s.c.l., convexo y propio, se puede

Por tanto, [PM2] se convierte en:
Hallar weV
J(@)+ 1, (w) = inf sup {00)+ g9 ~T(a) }
qe

Definimos el lagrangiano [T como:
H(v,q): J(v)+W,<q,v>W ~I.(q) veV,geW'

Sabemos que si el par (W,q) es punto de silla del
lagrangiano I1, entonces w es solucién de [PM2], y
ademads tal punto de silla estd caracterizado de la
siguiente forma:

J0)+, (g, w), =int{Jw)+,.(q.v), § D

=% g + 1) &
Es posible demostrar que:

(@) = Ia) vy e
I (@) = prove.(q'+1g

donde, proy,, es el operador proyeccién sobre K,
Jf]K* es el Resolvente Yosida asociado a la
subdiferencial 0/ <> enel contexto de los operadores

mondtonos multivaluados, y
o * . / * - }
K= {q eWw v ,q+g>W <0,VgeK

La caracterizacién 32 y 33, motiva el siguiente
algoritmo:

Algoritmo de Uzawa.- El algoritmo de Uzawa estéd
basado en la construccion de dos sucesiones de
elementos u" €V, p" € K, definidas de la siguiente
manera:

" *
1. Empezamos con cualquier p" € K
2. Siendo conocido p” calculamos u* como el
elemento de V que minimiza

J (u ”)4‘W|< p'u" >W

3. Luego definimos

pn+1 — prOme (p”'i‘}\, Z/l”‘[‘g J
para A adecuado.

Resolucién Numérica Aproximada

Para laresolucién numérica del problema el dominio
de cdlculo es discretizado por medio de una
triangulacion cldsica . Definimoszl como:

1

Zh:{P eD:Pesun vérticede T 6,1}

Sea n el nimero de nodos interiores y p el nimero de
nodos ubicados en la frontera de D
Aproximamos W, por:

W,=1{v,C'(D): v| eP,VTer,} (35)
De la misma manera aproximamos V como:

Vﬁ{vh eW,: vl =0} (36)

h
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Es claro que V, y W, son finito dimensionales, y que
dim(Vh )=ny dim(7, )=n+p

También podemos aproximar naturalmente K como:

K, ={vh eV, v,(P)=0, VPex,}

El conjunto K, es un subconjunto de V| cerrado,
convexo y no vacio.

Formulacion del lagrangiano asociado al
problema de minimizacién convexa discreto

Sea B= {bj of= 250 8 +p} una base del espacio
W, .y {b_,»,j = 1’2,_."”} una base de V..

Entonces podemos escribir:

n+p

q, = 2.4,b; (37)
i=1

¥ Vyp = ZV_,-bj (38)
i=1

De modo que el funcional J se exprese de la siguiente
forma:
J(vh ) ; a(Zvibi,z vjbj) -l(Zvibi)

; 6}1 ooy V" )tK(vl,...,v” )—(vI pees V' ){F

. VKv—V'F
2

Il

donde K; = a(bl. (x)bj (x)), vF = L(b,. (x)) son los
coeficientes de K y de F respectivamente.

Con estas notaciones proponemos el lagrangiano
asociado:

Hh(vh’qh): J(V/z)+m;<%nvh>wh "12,, (g,) veV,.qe ,
con: n+p

@)y, =204V (39)
- i=1

o de otra forma:
Hh(v,q)z vTKv—vTF+qu—IB(q), VveAd,VqgeB

donde:
A=IR"™

y.  B=IR’

Algoritmo de Uzawa para el problema discreto

El algoritmo de Uzawa estd basado en la construccién
de dos sucesiones de elementos u" €4, ¢" B,

definidas de la siguiente manera:

1. Empezamos con cualquier ¢" € B
2. Siendo conocido ¢ calculamos u"' como el
elemento de A que minimiza:

(u ’y Ku" — (u ”)TF + (u ”)Tq F
Ku"=F—-q"

Es decir:

3. Luego definimos

q"! :proyB(q”Jrk u"+g))
RESULTADOS NUMERICOS

Consideremos una seccion transversal del dique de
forma rectangular

D=1 [0,1]c IR?

Esdecir ¥, =x, =1.0, y ademds consideramos:

y, = 0,3
k/ pn =1,0
p.g =1,0

A o= 0,01

o o 0 o o X 03 o o 1

Fig. 4 Dominio mallado  con elementos
Triangulares compuesto de 900 elementos.

La Figura 4 muestra al dique rectangular de lado 1«
dividido en 900 tridngulos, que son los “elementos
finitos”.
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Fig. 5 Grdfica de la presion (p=-W )
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La Figura 5, es la grafica de la presién aproximada
en cada vértice de los tridngulos que conforman las
mallas de elementos finitos.

Vemos que se hace cero en aquellas partes que se
esperan estén “‘secas”.

1+ Ejey

N

' L L J
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Ejex

Fig. 6 Curvas de nivel para la presion

La Figura 6, nos muestra las lineas de contorno de
presion para valores que van de 0 a 1, las lineas mds
exteriores estdn mds cercanas a cero, de hecho la
curva para p=0, representa la “frontera libre” aquella
que separa la zona himeda de la zona seca.

Potencial de vploqidadcs

T
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Fig. 7 Grdfica del potencial de velocidad ¢

LaFigura 7, nos muestra el potencial de velocidades,
esta gréifica es obtenida en base a la estimacion de la
presion dada por el algoritmo propuesto y la relacién

(6).
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Fig. 8 Grdfica del campo de velocidades y la
- frontera libre

En base al potencial de velocidades obtenemos,
gracias a (3), la Figura 8, que nos muestra el campo
de velocidades dentro del dique rectangular.

Tabla 1. Error relativo para u® en cada iteracién

Iteracion Error relativo
2 0,0035516
3 0,0031863
4 0,0028604
5 0,0025722
6 0,0023155
7 0,0020892
8 0,0018854
9 0,0017054
10 0,0015397
11 0,0013973
12 0,0012723
13 0,0011556
14 0,0010545
15 0,0009603

La Tabla 1 nos muestra el error relativo cometido en
cada iteracién, vemos que como el error se hace
cada vez mds pequefio, lo que nos indica que el
proceso, como se esperaba, es convergente, y
converge a la solucién de (23).

CONCLUSIONES

Se ha formulado una expresién matemdtica apropiada
para modelar el comportamiento de un fluido a través
de un medio poroso, obteniéndose con aproximacion
suficiente tanto la presién como el campo de
velocidades.
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La técnica matemadtica propuesta es extensible al
tratamiento de otros problemas que involucren
inecuaciones variacionales elipticas.

El algoritmo iterativo propuesto es sencillo de

implementar y modificar, ademds de poseer una
velocidad de convergencia aceptable.
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