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APLICACIONES DEL LEMA DE KY FAN

APPLICATIONS OF THE KY FAN CONJECTURE

Yboon Garcia Ramos, Wilfredo Sosa Sandoval

RESUMEN

El objetivo de este trabajo es presentar un resultado de Ky Fan, llamado Lema de Ky
Fan, como una herramienta eficaz para obtener resultados de existencia de solucién
en problemas de desigualdad variacional, problemas de equilibrio y teoria de juegos.
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teoria de juegos.

ABSTRACT

The subject of this work is to introduce the famous Ky Fan's Lemma as an efficient
tool in order to obtain existence results, for instance, variational inequality problems,

equilibrium problems and game theory.

Key words: Ky Fan’s Lemma, variational inequality, equilibrium problems, game theory.

INTRODUCCION

En 1961, Ky Fan [1] demostré la existencia de un
punto comiin para una familia de conjuntos C(x)}
donde:

xe D’

I. D, es un subconjunto de un espacio vectorial
real topoldgico (e.v.t.) de Hausdorff X.

2. Paracadax e D, C(x) es un subconjunto cerrado
y no vacio de X.

3. Para cada familia finita {x,,..-x } €D setiene
que conv{ x,, X,,.. X_} C U, _ " C(x).

4. Existe x € D, tal que C(x) es compacto.

Este resultado de Ky Fan, conocido en la literatura
como el Lema de Ky Fan, fue publicado en [1],
como una generalizacién del cldsico teorema de
Knaster-Kuratowsky- Mazurkiewicz, histéricamente
conocido como el teorema KKM.

Este altimo establece que si S es por un simplex, S,
la cara en cualquier subconjunto v de vértices, F un
conjunto cerrado asociado con un vértice i, y F = _

v

F.y S, CF paratodo v, entonces N F, # & [16].
PRELIMINARES

Sea X un e.v.t. de Hausdorftf, K C X convexo. Una
funcién f : K — R v {+00}se dice convexa en K
st

JOx + (1-4) y ) S Mix) + (1-4) fiy),
para todo x, y € Ky A € [0,1]. Una generalizacion

de este concepto es el de funcién cuasiconvexa: f:
X—>RU{+e0} es cuasiconvexa en K si

fidx + (1-A)y) < max{ fix), fly) },

para todo x, y € Ky A € [0,1] y diremos que f es
estrictamente cuasiconvexa en K si

flAx + (1-A)y) < max { fix), fiy) },
paratodox, ye K, x # Dy A € [0,1].

Sean X e Y dos conjuntos. Una multifuncién F de
X en Y, denotada por F : X —=—>Y, es una relacién
que a cada x € X le asocia de manera tnica un
subconjunto F(x) € Y. Denotaremos por dom (F): =
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{xe X:F(x)#J}.

Sea X es un e.v.t. de Hausdorff y D C X no vacio, G:
X —— X es llamada multifuncién KKM en D
si conv {X.x,,... X } €U, _ " G(x,) para cualquier
subconjunto finito { x, x,,... X } € D.

Sean X'y Y dos e.v.t. Una multifuncién F X——
Y es llamada semicontinua superiormente (s.c.s.)
en x € Dom(F) si, para toda vecindad U de F(x),
existe una vecindad W de x, tal que Vx' €
Wndom(F): F(x") c U.

Decimos que F es s.c.s., si lo es en todo punto de
dom(X). Sea K un subconjunto convexo no vacio de
X. Diremos que la multifuncién F: K ——> Y es
hemicontinua superiormente en K, si para
cualesquiera x, y € K, la restriccién Fl %yl
—— Yes semicontinua superiormente.

Diremos que F:X —> X' es débilmente
hemicontinua superiormente en K si
consideramos en X (el dual topolégico de X) la
topologia débil estrella.

Sea X un espacio de Banach reflexivo, K un
subconjunto no vacio convexo y cerrado, diremos que
T:K —— X" es:

1.  mondétono, si

& - yx-y )20, para todo x* € T(x), y" € T(y).
2. ciclicamente monétonosi para cualquier

ciclo {x, ..., x,, S K(x  =x,)y cualquier
X', € T(x), se tiene que:

n+l

n
X &, X ) < 0.
i=1

3. cuasimonotono, si para todo x, y € Xy x*
€ T(x), y" € T(y) se verifica que

xy-x ) > 0 implica (y",y-x ) > 0.
4.  propiamente cuasimonétono, si para todo
Xp 0 X J C K y todoze conv{x[,...,xn},

existe I <i<ntal que

(', y=x, ) <0 para todo x" € T(x).
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5.  pseudomondtona, si para todo x, y € Xy
x" e T(x), y" € T(y) se verifica que

"y-x ) 2 0 implica (y",y-x ) > 0;

lo cual es equivalente a que si existe y* €
T(y) tal que

(v,y-x) < 0, entonces{ x",y-x) <0, para todo x"€ T(x).

Observacion 1.- Un operador cuasimondtono,
pseudomondétono es propiamente cuasimonotono.

En efecto: Sea T:K — =23 X" pseudomondétono y
supongamos que no sea propiamente cuasimonotono;
entonces existe { x,....x } C K, existe z €
conv{x,....x },z=X _ "X (con0<a <1,% "
o =1y

(x'zx,)>0

-

para algin x" € T(x,). Pero esto implica, para cada

i=1,2,...,n,que
(z,z-x,)> 0,

para todo z" € T(z), de donde

0=3  oiz.zx) >0,
i=1

lo cual constituye una contradiccién. Por
consiguiente, T es propiamente cuasimonétono.

Una de las primeras extensiones del Lema de Ky
Fan es debido a el mismo y es dada en el siguiente
teorema, el cual se puede hallar formulado sin
demostracion en [4] nosotros damos aqui una prueba.

Teorema 2.1.- Sea D un subconjunto de un e.v.t.
de Hausdorff X y G: X — 2y X una multifuncion
tal que:

l. G(x) es cerrado para cada x € D.
2. G: X 2 3y Xes KKMen D.
3. Existe un subconjunto X, € D tal que n X

G(x) es compacto y X estd contenido enun
subconjunto compacto y convexo de X.
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Entonces
N Gl)=d
xeD

M
Prueba.-Como xe X, es compacto, serd suficiente
probar que para cualquier subconjunto finito {x,
X } C D se satisfaga
N GE)NGE )N .G,
xelX,

Para esto primero observemos que, desde que X,
esta contenido en un subconjunto compacto y

convexo de X, entonces convXo es compacto. Ahora
sea {xl,..,xn} c D arbitrario.

-----

K C convXo U conv {x] ,...,xn} tenemos que K es

compacto; y ademds obviamente F(x)nK # & para
todo x € D NK # .

Definamos F : K "D —> K mediante.
F(x) = Gx) AK:

entonces se verifican las hipétesis del lema de Ky
Fan:

1. F(x) # J; como ya vimos anteriormente.

2. F(x) es compacto para todo x € K nD, pues
G(x) es cerrado y K es compacto.

3. Fes KKM, pues dado cualquier subconjunto
finito { y,,..., y, } © K "D tenemos que conv
{yl,...,yn } U _ I“G(yi) y conv{y],...,yn} cK;
luego

n n

conviy,... vy} < U Gl) NK = U Fy).
i=1 i=1

Luego, de (i), (ii) y (iii), N
como

Fx)#= 3,y

xe KnD

e N
xeknp ¥ <, e x, [ OFE)N..OF (),

y el teorema estd probado.

En [5] aparece la siguiente modificacién del Lema
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de Ky Fan.

Teorema 2.2.- Sea X un e.v.t. de Hausdorff,
D c X novacioy G: X —= 3 X una multifuncién
tal que:

I. G(x) es cerrado para cada x € D.
2. G: X — 2 35 Xes KKM en D.
3. La clausura de la cdpsula convexa de D es
compacto.
N
xeD Gkx)+O.
Entonces:

Prueba.- Definamos la multifuncién F:-D — =2 X
mediante

F(x)= cl(conD)n G(x)
Se satisface:

l. F(x) es compacto y no vacio para cada x € D.
Fes KKM. En efecto, dado cualquier
subconjunto finito {x,,...x } €D, se tiene que
convix,..x } Cu _" G(x) y ademds
conv{x,,....x } Ccl(convD); luego

8]

n
conv{xi,...,xo cu G(x, )N cl(convD)

1=1
De donde, por el lema de Ky Fan,

N F(x)=o
xeD

y, por lo tanto

N Glx)=9.
xeD

Como consecuencia de esta modificacién del Lema
de Ky Fan tenemos:

Corolario 2.3.- Si X es un espacio de Banach reflexivo
y D un subconjunto acotado, entonces
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N Gx)=9.
xeD

Otra modificacion del Lema de Ky Fan aparece en

[4].

Teorema 2.4.- Sea X un t.v.s. de Hausdorff )Y € X

convexo, D C Y no vacio y F: X —> X una
multifuncidn tal que:

F transfiere valores cerrados en D;

2. La multifuncién F : X ——> X es KKM en
D;

3. Existe un subconjunto X, C D tal que M F (x)
es xe X, compacto y X esta contenido en un
subconjunto compacto y convexo de X.

Entonces
N Fl)#o
xeD

Prueba.- Como se observa de la hipétesis, la
multifuncién F satisface las hipdtesis del teorema 2.1,
luego sélo serd necesario mostrar que

N Fx)o N Fix) ,
xeD xeD

pues la otra inclusion se satisface trivialmente.

Ahora, por reduccion al absurdo, supongamos que
existexe N _, cl(F(x))yxe&n F(x), de la
condicion 1, entonces x & F(x,) para algun x, €D
tal que x & cl(F(xO’) ), lo cual es absurdo, de lo que
concluimos que N _  F(x) =N cl (F(x)).

y, por lo tanto,

N F()=2d
xeD

El siguiente ejemplo muestra que las condiciones de
este teorema son mas débiles que la condicion del
teorema 2.1.

Ejemplo2.1.- Sea Y =[0,1], X=Y N Q. Claramente
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X no es convexo ni compacto; tomemos F:X —2 5 Y
como

Fx) = [x,1] NO.

Entonces F(x) no es cerrado excepto para x = 1,
ademis F no es KKM, de donde no podemos utilizar
el teorema 2.1, sin embargo, F satisface las hipdtesis
del teorema anterior.

l. F transfiere valores cerrados: Sean x €X, y
€ Y cony ¢ F(x); tomando x” = 1, tenemos
quey ¢ cl ( F(x)).

2. La multifuncién F :X —>— Y es KKM
pues como

F (x): [x,l] Si {x,...,x}c X,y, para

n n
z= Y o;x;cono;=0, > oo =1,
1=1 i=1

tomando x, = min, _._ {x.}, tenemos que
] I<i<n i
x. < x, luego o x. < o X, 'y, por lo tanto
] i = [ [

xjs z, lez € cl(F(x_,.))
Por lo tanto, z € U, _ cl(F(x_/))
3. Se satisface desde que Y es compacto.
-APLICACIONES

Desigualdades Variacionales Escalares

Sea X un espacio de Banach real y K un subconjunto
no vacio, convexo y cerrado de X. Dada una
multifuncién T: X —=2 3 X" tal que @ # dom(T) C
K, el Problema de Desigualdad Variacional
(denotado VIP) escalar consiste en:

VIP: Hallar x,€ K tal que

Para todo x € K, existe x € T (x,):
(x"x-x, ) 20.

Este problema estd estrechamente relacionado con
el problema de hallar x, € K tal que

para todo x € K, x" € T(x): (x'x-x,) 20
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el cual es llamado Problema Dual de Desigualdad
Variacional (DVIP) y esta relacién se da en la
siguiente proposicién.

~ Proposicién 3.1.- Sea X un espacio de Banachy K C
X un subconjunto no vacio, convexo y cerrado. Dada
T: K —=— X' con valores no vacios y
hemicontinua superiormente, entonces toda solucién
de DVIP es solucién de VIP.

Prueba.- Sea x una solucién de DVIP, i.e. que para
todo x € K, x" € T(x) se tiene {x°, x-x, ) = 0.
Mostraremos que para todo x € K, existe x“ € T(x,)
tal que (X", x-x, ) = 0. Supongamos que no sea cierto,
entonces existe y € K tal que, para todo x* € T(x,):
(x"y-x, ) <0.

Sea
V=l eX /(Zyx,)<0) =g (0
donde @_es la funcional lineal definida por 0 (z)=

(z" ,x ), luego V es una vecindad débil de T(x,). Como
T es hemicontinua superiormente,

existe N > 0 tal que,
para todo z con || =X/l < m, se tiene T(z) C V;

para A € (0,1) suficientemente pequefio tal que z =
Ax, + (1-A) y satisface llz-x,Il <M, tenemos T(z)
V, i.e.

2 € 1(z) implica (Z'y-x,)< 0 (4)
¥, COmo
(2°z-x,) = (S A+ (I-A)y-x,)

(2 (12) (yx,) )

1l

(1-A) (z,y-x,) <0,

de (1), i.e. (z',z-x, ) < 0, lo cual constituye una
contradiccién. Por lo tanto, X, es solucion de VIP.

Uno de los resultados mds generales acerca de la
existencia de soluciones de DVIP fue dado en [6]
para operadores propiamente cuasimonétonos; el
resultado se establece en el siguiente teorema.
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_,
Teorema 3.2.- Sea T:K —> X' un operador
propiamente cuasimondétono con valores no vacios.
Si alguna de las siguientes condiciones se verifican:

L. K es débilmente compacto;
2. existe un subconjunto débilmente compacto W
de Ky x, € W, tal que

para todo x € K\W,
existe X, € T(x ) tal que (x,".x,x )< 0;

entonces, el DVIP tiene solucién. En consecuencia,
si T es hemicontinua superiormente, entonces el VIP
tiene solucion.

Prueba.- Definamos G: K —— K por la regla
Gx)={y€e K/ (x'xy)>0, paratodo x" € T(x) ).

N =
Probaremos que G(x) ¢
xeKkK
1. G(x) es no vacio, cerrado y convexo, para todo

x € K.

Enefecto, x € G(x), paratodo x € K. Sea ahora{y
< v S G(x) tal que y, — y , entonces

k}k

(X', x-y, )20,
parax’ € ‘T(x), implica que
(x' x-y )20,
pues (x", ) es continua. Luego y € G(x).

2. G es un mapeo KKM: Dado { X, s X, } CK
subconjunto finito arbitrario y z € conv
{x,,X,,....x_}, por hipétesis T es propiamente
cuasimondtono, luego existe 1 <i<n tal que

(x, y-x ) <0, para todo x* € T(x),

0, lo que es lo mismo

(X', x-y )20, para todo x" € T(x),

de donde z € G(xi); luego G es KKM.

Ahora, si (i) se satisface, i.e. si K es débilmente
compacto, tendriamos que G(x) es débilmente
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compacto y no vacio para todo x € K; desde que G
es KKM, por el lema de Ky Fan tenemos

N G(x)#9,
x € K

i.e. existe x, € K tal que

para todo x € K, x" € T(x), (x", x-x,)20.
Si (ii) se satisface, veamos que G(x) es débilmente
compacto, para esto mostramos que G(x,) € W; sea
y € K\W, entonces existe x,” € T(x) tal que

(x,x,x ) <0,

de donde y € G(x,). Luego, nuevamente tenemos
que las hipétesis del teorema 2.1 se satisfacen. Por
lo tanto, DVIP tiene solucion.
Por lo visto en el capitulo 3, el teorema anterior se
verifica en particular para multifunciones monotonas,

pseudomonotonas.

El siguiente resultado fue tratado en [3], aqui lo
presentamos como un corolario de teorema anterior.

Corolario 3.3.- [Browder] Sea X un espacio de
Banach, K ¢ X convexo cerrado con 0 € K,
T:K— X" un mapeo tal que

i) T es monotono;

it ) T es hemicontinuo;

iii) (T(x), x ) / [[x]| = +oo cuando [|x]| —> +oo;

entonces, para cada y’ € X', existe X € K tal que

<T(§)’ y*,x—x>2 0

Prueba.- Sea y* € X' fijo. Definiendo T": K — X,
T'(x) = T(x)-y", probaremos que existe X € K tal
que

<Tl G)x-— }> >0 para todo x € K
lo que demuestra el teorema.
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Consideremos X, = { x / (T(x),x ) <0 }, entonces
X, es acotado por (i1); ademas si (T(0),x ) > 0 para
algin x,desde (i) tendriamos que

( T(x),x)>0,
luego, x & X,
De esta manera, se satisfacen las hipotesis del

teorema anterior y de la Gltima observacion; por lo
tanto, para cada y’ € X', existe X € K tal que

<T()€)— y*,x=x)20paratodox € K

decir, T es sobreyectiva.

Observacién 1.- La proposicién 3.1 se verifica si T
es débilmente semicontinua inferiormente en X, es

decir, dado x| solucién de DVIP, si T es semicontinua

inferiormente en X, entonces X es solucién de VIP.

Prueba.- Procedemos por reduccién al absurdo:
Supongamos que existe y € K tal que

para todo x" € T(x,): (x'y-x,) < 0.
Seaz =A y+ (I-A)x,con A = 1/n, una sucesién
tal que z — Xx,. Entonces dado x* € T(x,), existe
una sucesion z * € F(z ) tal que z, converge en la
topologia débil estrellaa x” y como x es solucién de
DVIP, tenemos

(an’ /l/l y + (]—An) x(} - 'xl) ) :(ZHH:’ Zu - X{) ) 2 0’
dedonde A (z y-x,)20, luego
(ZH:!:’ -V—'x() ) 2 0’
y, de aqui
(X' y-x, )20,
una contradiccion.
Por tanto, x es soluciéon de VIP.

EL PROBLEMA DE EQUILIBRIO

Sea X un espacio vectorial topolégico Hausdorff, K
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C X convexo, cerrado no vacio y ¢:K xK — R una
funcién tal que ¢(x,x) > 0 para todo x € K. El
problema de equilibrio (denotado EP) consiste en:

EP: Hallar x € K tal que :d)(x,_y)z 0, para todo y € K

como muestra [5], este problema contempla muchos
otros, por ejemplo:

I. Problema de minimizacién: Dada f:K — N, el
problema de minimizacion (MP) consiste en

MP: Hallar x, Kial f (x) < f (x)
para todo x € K

Definiendo ¢p:K xK — R por ¢(x,y) = f(y)-f(x),
tenemos que X es solucién de MP si y s6lo si X es
solucion de EP.

Enefecto, si X € K es solucion de EP, i.e. ([ X, y) >
0 para todo y € K, por la definicién de ¢, f(y) —f(X ))
>0y de aqui:

)= f(f) paratodo y € K;

esto es X soluciona MP. Reciprocamente, si X, € K
es tal que f(x,) < f(y), para todo y € K entonces

d)(xoy): f(y)—f(xo)z 0, para todo y € K.

2. Problema de desigualdad variacional: Sea X
un espacio de Banach real. Dada la ultifuncién
T K —2 5 X'; ya habiamos visto que el
problema de desigualdad variacional, VIP
consiste en:

VIP:  Hallar x € K tal que

para todo y € K, existe x* =

x*(y)e TE): (x*, y - x}20

Entonces, si definimos ¢:K xK — R por:

o(x,y)= max <x*,y—x>

x* e T(x)
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tenemos que X es solucién de VIP si y sélo si X es
solucién de EP.

En efecto: Si existe x € K tal que ¢(x,y) = 0, para
todo y € K, de la definicién de ¢, para y € K debe
existir x" = x'(y) € T(X), tal que (x", y-x]) >0, i.e. x
es solucion de VIP; igualmente si x soluciona VIP,
entonces para cada y € K,

max (xX"v-X)=¢(x,y) >0.
x'e T(x)

El primer resultado de existencia de solucidn de este
problema es el siguiente teorema debido a Ky Fan:

Teorema 4.1.- Sea X un t.v.s de Hausdorff, K ¢ X
subconjunto convexo, compacto no vacio, f:K xK —
R que satisface

1. f(x,x) = 0, para todo x € K;

2. Paracaday e K, f(,y):K — Res s.c.s.;

3. Para cada x € K, f(x,)):K — R es
cuasiconvexa;

entonces, existe un punto X € K tal que
F(x,y) =0, para todo y € K.

Prueba.- Consideremos la multifuncién F: K ———>
K dada por

F(y)={xeK/f(xy)20 }

entonces, tenemos:
1. F(y) # @ paratodo y € K, pues y € F(y).
2. F(y) es cerrado para todo y € K. En efecto, dado

y € K, consideremos g:K — R definida por g(x)
= -f(x,y); g es s.c.i. y, por tanto, el conjunto

Sy(g)=treK/g(x)<0}=F<(y)

es cerrado.

3. No es dificil ver que F es KKM desde que f(x,")
es cuasiconvexa.
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4. Luego, como ademds, K es compacto, F(y) es
‘compacto, para todo y € K; luego por el lema de
Ky Fan tenemos que existe X € Oy ek F(y); i.e.
existe x € K tal que f(X,y) 2 0 paratodoy € K.

Si, en el teorema anterior no consideramos que K
sea compacto y agregamos la siguiente condicidn de
coercitividad:

e Existe C C K subconjunto compacto, tal que para
todoy € K\C, existe x € C con f(x,y) <0;

entonces, el teorema se sigue verificando.

En efecto, dado que (i), (ii) y (iii) del teorema anterior
se siguen satisfaciendo, s6lo probaremos que N _ .
F(y) es compacto y esto se sigue del hecho que siy
€ C, F(y) ¢ C; luego por el teorema 2.1 tenemos
que existe X € Ktal que f(x,y) 20, paratodoy € K.

A continuacién damos una generalizacion de este
teorema aparecida en [4], para esto daremos antes
una pequea introduccion.

Sabemos que dada una funcién f: K — R
cuasiconvexa, para cualquier subconjunto finito
{x, x }deKyze conv{x, ...x } se tiene:

f@)< max f(x)

1<i<n
lo cual es equivalente a

max

0< If)-/2)}-

“I1<i<n

Introduciendo una nueva funcién ¢:K xK — R
definida por ¢(x,y) = f(y)-f(x), tenemos que ¢
satisface

ax

o< 2 e

Esto nos motiva a introducir la siguiente definicion
dada en [4]: '

Definicion 4.1.- [Cuasiconvexidad diagonal] Sea

X un espacio vectorial topoldgico de Hausdorff, K C
X convexo, diremos que ¢:K xK — R es
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cuasiconvexa diagonal (abreviado q.c.dﬂ.) si dado
cualquier subconjunto finito {x ,...x, } CKyze€
conv{x1 s X}, se satisface

max

0= {0(z.x)}

~ I1<i<n

Proposicién 4.2.- Sea X un espacio vectorial
topolégico de Hausdorff, K € X convexo, son
equivalentes:

1. ¢:K xK — R es cuasiconvexa diagonal;

2. Lamultifuncién F:K ——> K definida por E(y)
={xe K/¢(xy) =20} es KKM.

Prueba.- Sea {x, , ......
conv {X,,...x }.

X, } € K arbitrario y z €

Si ¢ es g.c.d., tenemos que

0< 05 10Gx)

luego para algini € {x ,...x } se debe satisfacer
0(z,x,) 20 de donde z € F(x), entonces F es KKM.

De otro lado si F es KKM, z € F(x)) para algin i €

max
{X,,...x_}, de donde se tiene 02 1<icn 0@}

luego ¢ es cuasiconvexa diagonal. -

Definicién 4.2.- Diremos que ¢: K xK — R es
diagonal cuasicéncava, si ﬂS:K xK — R dada por

) (x,y) = -0 (yx)

es diagonal cuasiconvexa.
Veamos que una funcién ¢ diagonal cuasicdncava

satisface que, dados {xl,...,xn} c Kyze conv
{x‘,...,xn},

min {¢p(x,2)} <=0,

1<i<n

pues,
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min {d)(x;, z)}=

I1I<i<n

min {-&) (z, x)}= max {-E) (z, xi)}S 0.
I<i<n ISi<n
El siguiente ejemplo sencillo muestra que existen
funciones cuasiconvexas que no son del tipo anterior.

Ejemplo4.1.- Sea X =R y consideremos ¢: RxR—
R como la multiplicacion usual en R ¢ (x,y) = Xy,
entonces ¢ es diagonal cuasiconvexa.

Sea {x, ..., X } S Ryze conv{x,..,x }iz=X"
oax (con0<o <1,X _"o=1), i=i

entonces, tenemos 0(z,x) = zx, ; si tuviéramos que

¢(z,x) <O paratodoi€ {x,...x }, entonces

za.x, <0, paratodo 1<i<n
implica
n
2
zZ = Z zZo;x; < 0,
i=1

una contradiccién. Por lo tanto, ¢ es diagonal
cuasiconvexa.

Ejemplo4.2.- Sea A € R una matriz semidefinida
positiva, entonces 0: R* xR" — R, definida por O(x,y)
=x' A y es diagonal cuasiconvexa.

Sea {x,, ..., x } € R" arbitrario y z € conv{ x, ...,
X }iez=X_r"oxcon0<a<1%_ "o =L
Si ¢(z,x,) = z'Ax, <0, para todo 1 <i <n, entonces o,
z'Ax. <0, y luego

n

FAz= Y o, ZAx; <0,
i=1

lo cual es absurdo pues A es semidefinida positiva.
Por tanto

max
1<i<n

{ 0(xiz) } > 0.
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Como se puede notar en los ejemplos previos, O(X,")
era cuasiconvexa para todo x € K, ademds 0(x,x) 2
0. Esto se cumple en general, es decir dada ¢: K xK
—NR tal que

1. paratodo x € K, ¢(x,") es cuasiconvexa;

2. para todo x € K 0(x,x) = 0; se tiene que ¢ es
diagonal cuasiconvexa.

Proposicién 4.3.- Si ¢: K xK — %R es diagonal
cuasicéncava para todo 1<1i<n,entonces ¢: K
xK — R definida por

06ey)) = | s k)

es diagonal quasicéncava.
En efecto, sea {x,...x } CKyz= ij A X, una

combinacidén convexa; entonces

min {d)(z,xj)}: min max d),.(z,xj)
1<j<m 1<j<m 1<i<n
= min  ¢,Gx,)<0@<i<n),

I1<j<m

pues cada ¢, es diagonal cuasiconcava.

Teorema 4.4.- Sea X un t.v.s. Hausdorff K ¢ X
convexo no vacio, ¢:K xK — R una funcién tal que:

1. Esdiagonal cuasiconvexa.

2. Dados x, y € K tales que ¢(x,y) <0, existe y* €
K y una vecindad V de x tal que

® (zy) < 0, para todo z € V.

3. Existe un subconjunto C C K no vacio tal que
para cada x € K\C, existe y € C con ¢(y,x) <0
y C estd contenido en un subconjunto compacto
de K.
Entonces existe un punto X € K tal que

@ (x,y) =0, para todo y € K.

Antes de dar la prueba del teorema, observemos
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que la condicién (ii) se satisface trivialmente si
0(-,y) es semicontinua superiormente; esta
condicién es un tipo de transferencia de la
semicontinuidad superior en el nivel cero.

La condicion (iii) es una condicion de coercitividad,
la cual no es necesaria si K es compacto; lo que
es lo mismo se satisface trivialmente por vacuidad
tomando C = K.

Prueba del teorema.- Como ya vimos anteriormente,
si ¢ es diagonal cuasiconvexa, entonces la

multifuncién F:K — 2 3 K definida por
Fly)={xe K /¢xy) =0}

es KKM. Veamos que F satisface las otras hipétesis
del teorema 2.4:

F transfiere valores cerrados: Sean x, y € K tales
que x ¢ F(y), entonces ¢(x,y) < 0; de (i1) tenemos
que existe y” € K y una vecindad V de x, tal que

® (z2,y)) < 0, para todo z € V,

esto nos dice que V NF(y") = &, luego x ¢ (F (y")),
1.e. F transfiere valores cerrados.

) es precisamente la condicién (3) del teorema
2.4, tomando C = X, esto nos dice que si x €
K\C, existe y € C tal que x ¢ F(y) € ( F(y))

Una forma equivalente de éste teorema, que es mas
utilizada en economia es la siguiente:

Teorema 4.5.- Sea X un t.v.s. de Hausdorff, K ¢ X
convexo no vacio, ¢:X xY — R una funcidn tal que:

1. ¢ es diagonal cuasiconcava.
Dados x, y € K tales que ¢(x,y) > 0, entonces
existe X" € K y una vecindad V de y tal que:
¢ (x’z) > 0, para todo z € V.
3. Existe un subconjunto no vacio C K tal que
para caday € K \C, existe x € C con ¢(x,y)
> 0y C estd contenido en un subconjunto

compacto de K.

Entonces existe y € K tal que
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d)(x,})s 0, para todo x € K

Como vimos en la motivacion para definir el concepto
de diagonal cuasiconvexa, si f: K — R es
cuasiconvexa, entonces ¢:K xK — R definida por
O(x,y) = f(y)-f(x), es diagonal cuasiconvexa, esto se
puede extender mads en el siguiente sentido:

Sea f: K — 9 cuasiconvexay g: K — R una funcién

cualquiera con g(x) < f(x) para todo x € K, entonces
0:K xK — R dada por

0 ()= f()-gkx)

es diagonal cuasiconvexa. En efecto: Sea {x, ..., x }

n
C K cualquieray z € conv{x], s X }, entonces

max {¢(z, x;)} = max {f(x)-g(z)}

I<i<n I<i<n
de donde max
I <is<n{¢ (zx)} 20.

Corolario 4.6.- Sea X un t.v.s. de Hausdorff, Kc X
un cono y f: K — X" un mapeo tal que la funcién
0:XxX— R definida por

0(p.a)=(p-q./ ()

satisface las condiciones (ii) y (iii) del teorema
anterior, luego existe g € K tal que

f@)eK g, fg)=0

Prueba.- Como ¢ es lineal en p, ¢ es diagonal
cuasiconcava, luego por hipétesis, existe g € K tal
que

<p —5,f(5)s 0, paratodo p € K

En particular tomandop =1/2qg€ Kyp,=2q €
K, tenemos:
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0<(q, flg)=0

dedonde ( g,flg))=0.
TEORIA DE JUEGOS
El Problema de Equilibrio de Nash

Teorema 5.1.- [Teorema de interseccién de Ky Fan,
1966] Dado un producto cartesiano X = Hi: X, de
espacios topolégicos, sea X' = I—[j¢i X‘i y seanp;: X—
Xy p:X — X'las proyecciones; escribimos p,(x) =
X,y p'(x) = x'. Dados x, y € X sea:

(yf’x,i) = (xl’xz’“"x,ul’yi’xi+/"“’xu)'

Sean X, X,,.. ...,Xn conjuntos compactos convexos y
no vacios en espacios vectoriales topolgicos y sean

A, ..., A nsubconjuntos de X = [[._ "X tales que .

L. para cada x € X y cada 1 <i<n, A(x) =
{ye X/(y,x) € A }esconvexo y no vacio,

2. para caday € X y cada 1 <i<n, Ai(y) =
{xe X/ (y,x) € A } es abierto;

entonces N A 2D

Prueba.-Definimos G:X — =3 X mediante
p ‘

Ghy)=X\ n A'(y)
i=1

Observemos que G(y) es cerrado paratodoy € X'y
por lo tanto compacto (observe que X el compacto);
ademas si G(y) = & para algin y, entonces X = N,
" Al(y), de donde y € N, _ " A'(y) entonces, de la
definicién de A(y), y € A para 1 <i<ny luego N
A 2D,

Supongamos entonces que G(y) # & para todo y €

X'y probemos que G no es KKM; para esto veamos
que

(0 )

yeX i=1

Sea x € X'y escogemos z' € A (x), entonces (z'\x")

€ A, 1 <1< n; ahora considerando z = (zl',z,z,
z ") tenemos que x € A¥(z), para 1 <i < n de donde
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X € N, _," Al(z), que era lo que queriamos probar.

Por lo tanto, existe {x,..x } S Xyz=2% "o
x,con0<o, <1y "o =1cumpliendo que z =
oo X & U "G(x,). Luego z ¢ G(x), para
todo 1 <i <n; lo cual implica que z ¢ X \ N
Ai(x), lo cual equivale a decir que z € 2 "Ax,
para todo 1 <1i < n. Como X, € N,_ " A(z) para
todo k, entonces z= 2, _ " A(z) y por lo tanto

1
N A#Q
=2

Teorema 5.2.- Sean XI,XZ,...,Xn conjuntos
compactos, convexos no vacios cada uno en un
ev.t; X =TI _ " X, Sean f,....f : X— R tales que
para cada 1 < i < n, la funcién x;, — f(x,y') es
cuasicéncava en X..

Entonces existe ["y] € X tal que

F(9)=max f(x,9)
X€EX,

Prueba.- Definamos ¢.: XxX— R mediante:

¢ ,'(x’y) = f;('xi’yi)_f;(yi’yi)’ [S lS ”’.
veamos que ¢, es diagonal quasicéncava para cada

1<i<n.Sea{'z,z,..,"z} C Xyze conv{'z, %z,
..., "2}, entonces

min d)("z,z): min {/’,-(’(Z,-,Zi)'ﬂ(znzl)}

1<k<m I<k<m
= min {/}(]‘Z,-,Zi)}f,-(znzi)
1<k<m

<€) 16 )0

luego

min §.(*z,z) <0, i.e.¢ es diagonal cuasicéncova.

I <ks<m

Definiendo ¢: XxX— R por

¢(xy)= max @ (xy),
1 <i<n
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de la proposicién 4.3 tenemos que ¢ es diagonal
quasiconcava; ademads de la continuidad de f,
tenemos que 0(x,) es s.c.i. y la compacidad de X,
tenemos por 4.5, que existe y’ € X tal que

¢ (x,y’) £0 para todo x € X,

de donde

max  { fixiy)S(y' )} <0,

I1<i<n

y por lo tanto
f(x,y') < f(¥) para todo x, € X,

lo que queriamos probar.
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