PRUEBA NO PARAMETRICA PARA DOS MUESTRAS
INDEPENDIENTES

NONPARAMETRIC TEST FOR TWO INDEPENDENT GROUPS
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RESUMEN

Se presenta un nuevo test no paramétrico para dos muestras independientes el cual utiliza todas
las diferencias posibles entre las observaciones de ambas empledndose el método de Wilcoxon
sin suprimir las observaciones empatadas. Esta prueba resulta ser adecuada para muestras
pequerias (n=5) y es muy sensible para detectar diferencias significativas entre las poblaciones
de donde se tomaron éstas. Lo mds importante de esta prueba radica en que es capaz de
encontrar diferencias significativas cuando cada muestra tiene todas sus observaciones iguales
(S} =8;=0), problema que no supera la prueba t-Student ni la prueba de Mann-Whitney

debido a la correccion por empates.

Palabras clave.- Prueba de wilcoxon, Observaciones empatadas, Correccion por continuidad,
Distribucion normal.

ABSTRACT

This paper presents a new nonparametric test for two independent samples. It has been decided
to make the inference, using all the possible differences between the comments of the two
samples, and has used the Wilcoxon method for treatment, but with a different attitude when
faced with a couple of comments that did not numerically presents difference, it not removed
Jrom the analysis. This test proves to be suitable from small samples (n = 5) and is very
sensitive to detect significant differences between the populations from which the samples were
taken. The most important thing in this test, it is also able to check when each sample has all his
remarks equals (S} = S2 =0), a problem which does not exceed t-Student test or Mann-Whitney

test due to the correction for draws.

Keywords.- Wilcoxon'’s test, Tied observations, Correction for continuity, Normal distribution.

INTRODUCCION

En la practica, es frecuente que los investigadores
requieran una prueba estadistica para detectar
diferencias de posicidén entre dos poblaciones. La
situacion usual es que las distribuciones de tales
poblaciones bajo la hipdtesis nula, tienen formas
desconocidas pero iguales (supuesto fundamental
para el desarrollo de esta prueba) y, por otro lado,
el investigador tiene muestras aleatorias

independientes de ambas poblaciones. En este
marco, es comun que el investigador use la prueba
propuesta por Mann y Whitney en 1947 [1],
debido a que su estadistico de prueba y sus valores
criticos pueden obtenerse facilmente. Cabe
recalcar que el test de Mann-Whitney, constituye
una buena alternativa a la prueba t de Student
equivalente al andlisis de varianza para un factor
con dos niveles, cuando no es necesario hacer
suposiciones acerca de la distribucién de las
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poblaciones.

El objetivo de este trabajo es brindar una
alternativa al investigador para los casos en que la
distribucién de la poblacién sea desconocida o sus
supuestos subyacentes no estin especificados.

El test permitird contrastar las siguientes hipotesis:

— Un tratamiento es mejor que otro o establecer
la diferencia entre los dos tratamientos. El
tratamiento - puede ser cualquiera de una
multiforme variedad de condiciones [2].

— Probar si dos grupos independientes han sido
tomados de una misma poblaciéon o de dos
poblaciones con la misma distribucion respecto
a la variable de interés [3].

H, :Fx(x)=Gy(x)
HI:FX(X_A)=GY(X) (1)
A#0,A>0,A<0

La prueba propuesta, demuestra que brinda
ventajas adicionales a la tradicional prueba no
paramétrica de Mann Whitney para dos muestras
independientes y la prueba t-student debido a que
es mas sensible para detectar diferencias
significativas entre dos poblaciones y no pierde
potencia de prueba al presentar empates.

En principio, se construye la estadistica de prueba
y sus dos primeros momentos muestrales para
posteriormente  estudiar la convergencia en
distribucion.

Finalmente, el problema de empates es tratado
mediante una simulacién.

CONSTRUCCION DE LA ESTADISTICA DE
PRUEBA

Sean dos muestras A y B de tamafio » y 'nz

respectivamente. Si las observaciones de la
muestra A son x,,x,,...,.x, y las observaciones de la
muestra B son y,,y,,..,y,, . El nimero total de
diferencias posibles es r=mnxn,. A dichas
diferencias las llamaremos d,, k=12,.,r. El

nivel de la escala de medicién debe ser por lo
menos ordinal.
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Empleando el método de Wilcoxon para extraer
toda la informacion posible, se propone utilizar los
signos y rangos de las d,, simbolizados

respectivamente como:

a, _ ¥, —>signo.de las d, @)
R, — magnitud de las d,
Wilcoxon define su estadistica de prueba como:
R ="RY¥, 3)
k=1

Esto representa la suma de los rangos provenientes
de las diferencias positivas. Por lo que:

4)

k

_|0ed, <0
- led, >0

La expresién (4) indica que las d, =0 no se
consideran en el célculo de la estadistica de
prueba, y en consecuencia, el tamafio de la muestra
se reduce en una unidad por cada par sin diferencia
(empate).

Puesto que, el test de Wilcoxon sirve para tratar
muestras relacionadas. ;Qué ocurrirfa si en el
muestreo al azar nos encontramos con todas las
observaciones pareadas que reflejan d, =07?.

En primer lugar, sin recurrir a la inferencia
estadistica, diriamos que no hay cambios en el
indicador de la posicién (A = 0) en las poblaciones
de donde se extrajeron las muestras. Pero, el test de
Wilcoxon sugiere eliminar aquellos pares. que no
presentan diferencias, en este sentido, el tamafio de
la muestra se reduciria a cero y, por ultimo, no
tendriamos estadistica de prueba ni regién critica
para contrastar objetivamente este caso. Al parecer,
esto sugiere no eliminar los pares que expresan
d,=0.

En el proceso de medicion para obtener
informacién, no estamos exentos de una
imprecision en nuestras medidas. Por lo que las
medidas obtenidas estan afectadas en algin grado
por el error experimental debido a las
imperfecciones inevitables del instrumento de
medida, o las limitaciones impuestas por nuestros
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sentidos (visién y audicién) que deben registrar la
informacién [5].

Este argumento nos dice sobre la imposibilidad de
obtener medidas absolutamente iguales por mas
que se mejoren los instrumentos de medida. Por
otro lado, Gauss en su Ley para los Errores
Accidentales considera también como postulado
que:

“La misma probabilidad habra para que se
presente un error por defecto que por exceso” [6].

Este postulado nos dice, que de todas las medidas
obtenidas, la mitad de ellos seran por defecto y la
otra por exceso. De esa manera, la funcién
indicadora de Wilcoxon pasa la siguiente forma
general

0ed, <0
Y, =<1od, =0 (5)
led, >0

Y la estadistica de prueba de Wilcoxon (3)
contintia siendo valida, es decir, siempre va a
representar la suma de los rangos provenientes de
diferencias positivas.

Ademas, (5) tiene un significado estadistico;
porque si ¥, =1, indica que si d, >0 hay 100% de
probabilidades de que d, >0;si ¥, =0, indica que
si d, <0 hay 0% de probabilidades de que d, >0;
y si ¥, =1/2, indica que si d, =0 hay 50% de
probabilidades de que d, >0. :

La estadistica de prueba toma los valores discretos:
R* ={0; 41455 42 (6)

PRIMER Y SEGUNDO MOMENTO
DE R"

Por induccién matematica, si se tiene r =12,
resultan las diferencias dy tal como se observa en la
Tabla 1, la cual esta ordenada ascendentemente
segun los valores absolutos de d, .

Asi, en la tercera columna tenemos los rangos de
|d,| y en la Gltima su correspondiente ¥, .
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Tabla 1. Para r =12, signos y rangos para d, .

dk ‘d k Rk LIJk
+7 0 2 %
+5 0 2 Y2
-6 0 2 Y2
+1 1 4 1
-4 2 5 0
0 3 6 1
+3 B 7 0
+6 5 8 1
0 6 10 0
-2 6 10 1
+6 6 10 1
0 7 12 1

v

En esta tabla, vemos que las d, =0 siempre se

situardn primeros, esto implica que poseeran los
rangos ¥, =1/2. En consecuencia, podemos

concluir que siempre que haya d, =0, en un
nimero k de veces, las k-ésimas primeras |d,|

ordenadas ascendentemente tomardn el valor de
¥, =1/2. Asimismo, en la Tabla 2, se muestra

todos los posibles arreglos de ¥, dado r=3.

Tabla 2. Para r =3, posibles arreglos de ¥, .

R =1 R,=2 R, =3 R*
% % Y 3
Ya Va 0 L5
Segunda
pax'g;]ciéll v e 1 4.5
Va 0 0 0.5
Ya 0 1 3.5
Ya 1 0 2.5
Ya 1 1 5.5
0 0 0 0
0 0 1 3
0 1 0 2
0 1 1 5
Primera 1 0 0 1
particién || 0 1 4
1 1 0 3
1 1 1 6

Para la primera particién

Existen 2" casos posibles. El primer rango puede
tomar tanto el cero como el uno, de tal manera que
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habra 2 formas; para el segundo rango también
ocurre lo mismo, hay 2 formas; y asi
sucesivamente hasta el r-ésimo rango. Entonces el
numero total de arreglos posibles estara dado de

esta manera: 2x2x..x2=2" arreglos. Como
-
r

ejemplo, para r =3, ver la tabla 3.

Tabla 3. Para r =3, tabla de frecuencias para R, .

R 0123456 totl

quedaran r-2 rangos para ordenar ceros y unos,
de tal forma, que habra 2"*arreglos, y asi
sucesivamente hasta fijar %2 en los r rangos, de tal
manera que habrd 2 =2° =1 sdlo caso posible.
Asi, si sumamos todos los casos posibles, tenemos:
2042 +. 427 = —25—:—11 =2"-1 arreglos. Como
ejemplo, para r =3, ver la tabla 4.

Tabla 4. Para r =3, tabla de frecuencias para R; .

Frecuencia 1 11 2 111 2=8

R: 05 15 25 3 35 45 55 total

De esa manera, si R’ es la variable aleatoria
generada por la primera particion, entonces:

R1+ = z Rk\Pk (7)
" Donde
0<d, <0
k{l ®
&d, >0
Entonces
£lrr]-1C2 ©)
y
.1 rr+D2r+1)
VIR! |z ———————= 10
[ ]= == (10)
tal que
P(¥, =0)=1 (11)
y
P(¥, =1)=1 (12)

Que obviamente es la media y varianza de
Wilcoxon.

Para la segunda particion
Existen 2" —1casos posibles. Si fijamos Y2 para el
primer rango, quedaran r—1 rangos para ordenar

los ceros y unos, de tal manera que habra 2™
arreglos; si fijamos % en los dos primeros rangos,
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Frecuencia 1 1 1 1 1 1 1 2%-1=7

Si R, es la variable aleatoria generada por esta
segunda particion, entonces:

Ry = R, (13)
k=1
donde
1/2 d =0
S (14)
Ovlied, #0
Entonces
B[R ]- 1) (15)
y
V] 27 [r(r+1)(2r+1) . r2+ét;:+6 _24] (16)
-1 3 2
tal que
P(lPk 2%/\1/1 =-;—,\}’2 :%"""{jk—l :';'):' 2’;_‘_;1 (17)
P(¥, =0/%, =4,%, =+,..%,, =+_)=% (18)

k k-1
P(, =1/, =1,%, =4, ¥, =%)=2—2(,2———_—1—) (19)

Podemos obtener la media y la varianza de la
estadistica de prueba R* como ponderacion de los
resultados de las dos particiones. Primero, se

verifica  que  hay un  total  de

27+ 27 —1 =2"" -1 arreglos.
oapet (i —

lra particion 2da particién
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Entonces:
sfe]- 2RI DRE] g
Vr]= 2[R ]+ 2 -y R;] o

2r+] _ 1

De esa manera, la Media y la Varianza de
R* quedan expresados como:

E[r]= @ (22)

V[R*]= 22 I_r(r+1)(2r+1) N rt+4r+6 _12} (23)

9o 3 2

DISTRIBUCION DE LA ESTADISTICA DE
PRUEBA R~

La estadistica de Wilcoxon es simétrica como se
formula (4); su distribucién tiende asintdticamente
a la normal para muestras de mas de 20
observaciones [4]. La funcién indicadora (5) no
deja de ser simétrica, por lo que se espera que su
distribucion también lo sea.

Esto lo podemos ver con la ayuda de un programa
elaborado en Visual Basic. Ver Figura 1.

Fig. I La distribucidn del estadistico R" (verde) y
la distribucion Normal con E(R") y

V(R") (rojo).

La “discontinuidad” observada se debe a los
valores no enteros que toma el estadistico R*, (6).
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La probabilidad de un R* no entero es inferior a la
probabilidad de un R* entero contiguo.

CORRECCION POR “CONTINUIDAD”

Para superar esto, se ha propuesto hacer la
siguiente correccion para conseguir “‘continuidad”

R’ -0.5—>a arreglos
R’ =<R; +0.5—>a arreglos (24)

corregido

R} —b arreglos
2a+b=2"" -1 (25)
Donde

R =R < R —|R"|#0AR <ER)

R+
R+

R} =R &R -|

£0AR" > E(R") (26)

R =R < R -||R*|=0

|x]: funcién maximo entero. _

Esta correccion no altera la media, porque es
simétrica. Veamos:

Lo Two9i 3w TE @)

27‘1_1 = 2,.»\_1

E[R:, )=

Analogamente para la varianza se hace el mismo
analisis, pero teniendo en cuenta que
R +R; =r(r+1)/2. Ast:

D R

La varianza de R"se incrementa al hacer esta
correccion. ;Pero, qué tanto es este incremento?
Sélo para tener una idea de cuanto es este
incremento; primero, se estimard R~ de (27) como
un promedio R’; para ello, asumiremos que R, es
una variable continua normal (sugerida por la
figura 1). De (25), R’ se encuentra a la izquierda
de la distribucion, entonces:
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En (28), el segundo factor, que multiplica a la
densidad normal, se debe a que la distribucién de
R* alcanza méas o menos la mitad de la
distribucién normal.

Se ha verificado que la proporciéon de R*, de no
enteros, es alrededor del 40%. Entonces, de (24),
“2a” representa la cantidad de no enteros, por lo
tanto:

2a
— =04 30
2r+1 _l ( )

Despejando R* en (28) y utilizando (29) para
reemplazarlos en (27), y a esta tltima dividiéndola
por V(R"), se tiene:

VR ]~1 24/2 1 (31)

viR'] "7 5JﬂxV[R+J+ sv[R"]

Este incremento de la varianza de R* no es muy
importante cuando » aumenta (ver Tabla 5).

A continuacién, se muestra en la tabla 5 los
incrementos porcentuales de la varianza de R*para
cada r.

Hay que tener en cuenta que r=nxn,. Por
ejemplo, si n~y n, son respectivamente 6 y 7
(relativamente muestras pequefias), entonces
r=42.

Tabla 5. Incremento porcentual de V(R*)debido a la correccion por continuidad.

Incremento de la Incremento %

Incremento %
de la varianza

r  V(R+) V(R+corregida) varianza de la varianza pronosticado (30)

1 0,17 0,17 0,00 0,00% 198,18%

2 1,00 1,36 0,36 35,71% 51,92%

3 3,03 3,73 0,70 23,08% 24,92%

4 6,81 7,74 0,94 13,74% 15,17%

5 12,85 14,08 1,23 9,57% 10,46%

6 21,68 23,26 1,59 7,32% 7,78%

7 33,79 35,78 1,99 5,88% 6,08%

8 49,70 52,08 2,39 4,80% 4,93%

9 69,88 72,67 2,79 4,00% 4,10%

10 94,83 98,07 3,24 3,42% 3,49%

11 125,05 128,77 3,71 2,97% 3,01%

12 161,03 165,23 4,20 2,61% 2,64%

13 203,27 207,96 4,69 2,31% 2,34%

14 252,26 257,48 5,22 2,07% 2,09%

15 308,51 314,27 5,76 1,87% 1,88%
Tenemos una muy buena aproximacion a la
distribucién normal, esta aproximaciéon mejora V(R i) = V(R (32)

cuando se incrementa el valor de ». Para un valor
de r =25 se podra apreciar esto (ver Figura 2).

De este andlisis se obtiene estas primeras

conclusiones cuando »>20. De (30) y de la tabla
5 se tiene que:
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Pero, también se verifica de (23) que:

o r(r+D@2r+1)

/] 24

1.5 (33)
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+
corregido

Veamos en la Figura 2 la distribucion de R

para un valor relativamente pequefio.

Ingreser. s

Fig. 2 La distribucion del estadistico R,

corregido
(verde) y la distribucion Normal con
E(R")y V(R") (rojo) para r =15.

En (32) 1.5 es despreciable a comparacién de
r(r +1)(2r +1)/24 . Por lo tanto, de la Figura 3 y

de (32), se puede afirmar que:

. _ N(r(,.H) ’ ;—(r+l)(2r+l)) (34)

corregido 4 24

Por lo tanto, se considerara como valor esperado y

+
corregido

varianza de R a la media y varianza de

Wilcoxon.

Hemos llegado a una conclusion importante, al no
eliminar del analisis a las diferencias cero,d, =0,

obtuvimos el mismo valor esperado y varianza
(muy aproximada para r>20) de la estadistica de
prueba Wilcoxon. Si se utiliza la varianza de
Wilcoxon, ésta subestima la varianza corregida,
pero, tienden a ser practicamente iguales para
valores de r >20.

Ingreser % RO

Fig. 3 La distribucion del estadistico R

corregido
(verde) y la distribucion Normal con
E(R")y V(R")(rojo) r =25
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DISMINUCION DE LA VARIANZA V(R*)
DEBIDO A LOS EMPATES.

Hasta ahora no hemos analizado el caso en que hay
empates, es decir, cuando hay algunas |d,| que son

numéricamente  iguales. Esto produce una
disminucién de la varianza V' (R") .

Si nos ponemos en el caso extremo de tener todas
las |d,| empatadas, la varianza toma la siguiente

forma:

[ +]=2’(r"+3r2—2r—20)+4(r+1)2+4 (35)

4 :
82" - 1)

100% _ empares

Si  tomamos el limite a la expresidn
14 (R")/V(R"), tenemos

100% _ empates

14

[ : ]
100% _ empates

lim “3_07s (36)
~e VR 4

Esto, quiere decir que, a lo mucho Ila
varianza, ¥V (R*), se reducird a un 75% debido a

tener todas las diferencias absolutas empatadas.
(Ver Figura 4).

105%
100% + = = = = = = = = = = = = = = 4 = = - - -
9% + = = = = = = = & @ & o @ 4 4 = = 2 - - -
90%

85%

Vempate(R+)/V(R+)

80%

5%

70%

Fig. 4 Comportamiento deV, (R*)/V(R*)en

00% _ empares

relacion a r.

Para  determinar  aproximadamente  cuanto
disminuye la varianza debido a empates para cierto
valor de r, asumamos una relacion lineal y
hagamos el siguiente analisis:
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— Si hay 0% de empates, entonces la varianza
representa el 100%.

— Si hay 100% de empates, entonces la varianza

(R))/V(R") %.

representa Vl 00% _ empates

Si definimos la proporcién de empates como:

__ (cantidad de empates)—(cantidad de grupos con empates)

pempates - r=1 (37)

La funcion lineal para determinar
aproximadamente hasta cuénto, porcentualmente,
disminuye la varianza debido a la cantidad de
empates que se encontrarian en el proceso es:

Vloo% _ empates [R ) ]J (3 8)
-~ RT

=1- 1-
p p zmpalex[ V R +

Esto nos servira para “desinflar” la varianza
V(R"), por efecto de los empates, multiplicando a

V(R"), es decir:

Vdesin Sada (R+) =px V(R+) (39)

De manera que (32) se corrige debido a empates
con:

R* N N(r(r+1) DX r(r+1)(2r+1)) (40)

corregido 4 24

En la practica, la varianza se ve poco afectada por
esta disminucion debido a que la proporcién de
empates es pequefia en la mayoria de casos.

CONCLUSIONES

La prueba no-paramétrica “R” es util para
contrastar la hipétesis de que las dos muestras
fueron extraidas de una misma poblacién o de dos
poblaciones con la misma distribucién tomando en
cuenta todas las diferencias posibles entre las
observaciones de dichas muestras observdndose
una convergencia a la distribucion normal para

TECNIA 17 (1) 2007

r=20.

La prueba propuesta brinda ventajas adicionales a
la tradicional prueba no paramétrica de Mann
Whitney para dos muestras independientes y la
prueba t-student debido a que es mas sensible para
detectar diferencias significativas entre dos
poblaciones y no pierde potencia de prueba al
presentar empates, asi como también, maximiza la
informacion disponible en muestras pequefias,
r=20.

Lo prueba “R” es capaz de contrastar una hipotesis
aun cuando cada muestra tiene todas sus

observaciones iguales S =S; =0, problema que

no supera la prueba t-Student ni la prueba de Mann
Whitney debido a su correccidén por empates.
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