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En este trabajo analizaremos la estabilidad de los sistemas lineales homogéneos de segundo orden gobernados
por una cadena de Markov la cual denotaremos por las siglas SLHSMS. Este tipo de sistema es similar a la familia
de sistemas lineales con saltos markovianos el cual es conocida por sus siglas en inglés MJLS como se denota en
[1]. Los sistemas lineales gobernados por una cadena de Markov son sistemas dindmicos que presentan cambios
abruptos. Presentamos algunas definiciones de estabilidad para el sistema SLHSMS, donde estos tipos de estabilidad
son equivalentes siempre y cuando el espacio de estados de la cadena de Markov es finito. Este estudio es un aporte
a la literatura.

Palabras Claves: sistemas lineales con saltos markovianos, estabilidad, cadenas de Markov.

In this paper we analyze the stability of the homogeneous linear systems second order governed by a Markov
chain which is denoted by the acronym SLHSMS. This type of system is similar to the family of linear systems with
Markovian jumps which is known by its acronym in english MJLS as denoted in [1]. The governed by a Markov
chain linear systems are dynamic systems with abrupt changes. We present some definitions of stability for the
SLHSMS system where these types of stability are equivalent as long as the state space Markov chain is finite. This

study is a contribution to literature.

Keywords: Linear systems with Markovian jumps, stability, Markov chains.

1 Introduccion

Los sistemas lineales con saltos markovianos se han
venido utilizando desde la década de los 70 en diversas
areas de investigacion por ejemplo, este tipo de sistemas
lo podemos encontrar en sistemas de control aéreo [2],
sistemas eléctricos [3], etc. La cadena de Markov
asociada a un sistema cambia de estado aleatoriamente
a medida que transcurre el tiempo. Cada estado de
la cadena representa un modo distinto que opera en el
sistema. Asi, en lugar de un tunico sistema dindmico se
tienen, en realidad, varios sistemas cambiando aleatoria-
mente y modelando todos ellos un mismo fenémeno. El
modelo matemaético resultante es un sistema dindmico
estocastico conocido en la literatura como sistemas
lineales con saltos markovianos o, por sus siglas en inglés,
MJLS (ver p.ej. [1]).

El trabajo estd organizado de la siguiente forma; en la se-
gunda seccién se da las notaciones bésicas que se usaran
en el articulo. En la tercera seccién se presentard los
sistemas lineales homogéneos con saltos markovianos de
segundo orden, el cual se impondra ciertas condiciones
para el andlisis de estabilidad. En la cuarta seccién
se presentard una matriz la cual guarda la informacién
probabilistica de la cadena de Markov y los valores de
las matrices asociadas al sistema. En la quinta seccién se
dard a conocer algunas definiciones de estabilidad para
este sistema. En la sexta seccién se analiza la estabilidad
en media cuadratica mediante el radio espectral de la ma-

triz definida en la seccién cuatro. En la séptima seccién
se presentard las equivalencias entre los tipos de estabili-
dad definidos en la seccién cinco. Finalmente daremos al-
gunos comentarios y culminaremos con las conclusiones.

2 Notaciones Basicas

En esta seccion daremos las notaciones generales que
se utilizan en el articulo. El espacio euclidiano de los
numeros reales de n dimensiones se denota por R", el
conjunto de nimeros enteros no negativos, por Z. El es-
pacio vectorial de las matrices de orden m x n definida en
R se representa por M., x,(R) y, para abreviar, M, (R)
denota el espacio de las matrices cuadradas de orden
n X n. La norma euclidiana en R™ se denota por ||-||. La
transpuesta y la traza de la matriz A se denotan por AT
y tr(A), respectivamente.

En vista que el fenémeno bajo estudio se torna aleatorio
comenzamos el andlisis introduciendo un espacio de
probabilidad (€2, F,Pr), donde 2 es el espacio muestral,
F es la o-dlgebra y Pr es la medida de probabilidad.
El valor esperado es denotado por E{-}. La funcién
indicador con respecto al evento A € F, es denota por
14. El producto de Kronecker se denota con el simbolo ®
y el operador vec que transforma una matriz a un vector
columna. La cadena de Markov se considera homogénea
y que toma valores con espacio de estado de la forma
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siguiente
L={1,2,---,L}.

El vector de distribucién de probabilidad inicial esta de-
notado por m, donde m = (my,...,7), m = Pr(0(0) = i).
La matriz de transiciéon de probabilidad es denotada por
IT = (p;;), donde p;; = Pr(6(k + 1) = j|6(k) = i). Por
ultimo la matriz identidad es denotado por I,,, donde n
es el orden de la matriz.

3 Sistemas Lineales homogéneos
con saltos markovianos de
segundo orden

Consideremos el sistema
x(k‘—i—2) :Ag(lﬁ,l)l‘(k"i‘l) +Bg(k)$(k), (1)

donde para todo 4,5 € L, A;, B; € M,(R), z(k) € R™.
Asumiremos que las condiciones iniciales {z(0),z(1)} y
{6(0),6(1)} son independientes, ademés x(0), z(1) son de
segundo momento finito, es decir, E{||z(0)[]*} < oo y
E{la(1)|?} < oo.

A continuacion presentamos la definicién de solucién
del sistema (1).

Definicién 3.1. El proceso estocdstico x(k) = {x(k)}rez,
es solucion de (1) si para toda realizacion w de 0(k) y
para cualquier x(0) y z(1), la ecuacion (1) se satisface
puntualmente, es decir,

z(k +2,w;x(0), (1)) = Aok+1,0)x(k + 1, w; (0), (1))
+ Bg(k,w)x(k,w;x(O),x(l)), kezZy.

La solucién z(k) del sistema (1) es también llamada
trayectoria solucion.

Haciendo el cambio de variable

2(k) = [ x(z(i)m }

luego al sistema (1) se expresa de la siguiente manera
2 +1) = Gy 2(h), )

donde z(k) € R2", (k) = (0(k),0(k +1)) y

0 I
i = n
o(k) { Bow)  Agk+1) ]

Lema 3.1. Si 6(k) es una cadena de Markov con es-
pacio de estado L. Entonces el proceso estocastico 0(k)
definida por

O(k) = (0(k),0(k + 1))
es una cadena de Markov con espacio de estado

LxL=A{(i,4);i,j € L}

y la probabilidad de transicion es dada de la siguiente
manera:

Pf<9<k+1>—(s,r>é<k)—(¢,j))_{ 0 sij#s

Pir aSij:S

Prueba. Claramente el espacio de estados de é(kj) es
L x L. Enseguida probaremos que é(kz) es una cadena
de Markov. Para esto tomemos 20, %1 ... %k+1 arbitraria-
mente en £ x £. de la definicién de 6(k) se sigue:

Pr (é(k 1) = iepa|(k) = k... 0(0) = 20)

_Pr(0(k+2)=r0k+1)=s5,0k+1)=37,...
N Pr(0(k+1)=4,...0(0) =o)

,0(0) = io)

Si j # s entonces
Pr(f(k+1) = ipp1|0(k) =ik ...0(0) =ig) =0
Por otro lado
Pr(f(k + 1) = ir41|0(k) = i) = 0.
Caso contrario, es decir, j = s

Pr (é(k $1) =ik |0(k) = k... 0(0) = 50)

CPr(0(k+2) =r0(k+1)=j0(k+1) =,
- Pr(0(k+1) =7,...000) = io)

= pjr-
Por otro lado
Pr(f(k +1) = ip41]0(k) = ix)

CPr(0(k+2) =r0(k+1)=j,0(k) =)
B Pr(9(k +1) = j,0(k) = 1)

= pjr~

Esto prueba la propiedad Markoviana de é(k) O

Muchos resultados que se obtendra en este articulo
estan basados en el estudio del sistema (2), llamados en
la literatura sistema homdgeneo. Ver [8].

Lema 3.2. Sea z(k) la trayectoria solucion de (2) con
2(0) = zo. Entonces

E{l{é(k+1):j}|2(k) = 2k, 0(k) = 1} = p;;

Prueba. Ver [8]. O

4 La matriz A

En esta seccién presentamos la matriz A, que serd de
gran utilidad para analizar la estabilidad de (1). Por con-
siguiente, es de esperar que la estabilidad del sistema (1)
pueda ser analizada a través del radio espectral de esta
matriz. Para poder introducir esta matriz necesitamos
previamente definir algunas matrices que estan dadas en
términos de la trayectoria solucion del sistema. Estas ma-
trices, que seran utilizadas a lo largo de este trabajo, son
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consistentes con aquellas definidas en la literatura (ver
p-€j. [1]). Para cada k € Z4, (i,j) € L x L, consideremos

Q(k) = E{z(k)z" (k)} (3)
Qz‘,j (k) = E{Z(k)ZT(k)l{é(k):(i7j)}} (4)
Gij (k) = vec(Qi (k) (5)
qr1(k)
Q1L (k)
q(k) = : (6)
dra(k)
Q.o (k)

Observe que

(6,)=(L,L)

2(k)2T (k)1
(i,1)=(1,1)
(L,L)

Z Qi (k (7)

El lema 4.1 establece una ecuacién recursiva para la
matriz Q; ;(k), definida en (4). Esta ecuacién es muy til
para la obtencién de los resultados importantes presen-
tados en este trabajo (ver p.ej. Lema 4.2)

Q(k)=F {6(k)=(i.)}

Lema 4.1. Dado el sistema (2) con trayectoria solucidn z(k), entonces la matriz Qi ; (k) definida en (4) satisface la

stguiente ecuacion recursiva:

Qirlk+1) =

ij’l' ,jQZ,j (8)

Prueba. Para la demostraciéon de este resultado utilizamos la recursividad del sistema.

Qjrlk+1)=E{z2(k+1)2

@

Cy

Il
=

{
=1
{ic "

i=1

I
Mh

1

o
Il

I
'M“

Il
-

?

C” {0(k)=4,0(k+1)=(j, 7")}}

BUERN {é<k+1>:<j,r>}}

T
b2 (F)z" (R) G0 Loty =(, r)}}

Ci,E {z(k)zT(k;)1{9(@:1.’@(“1):(%”}} cl

Cig B { BL=R)=" (B) L (g1 s 1y gy 12 (), 00} } O

Debido a que z(k‘)zT(k)l{é(k):(i j)y s medible con respecto a {z(k), 0(k)} se tiene que

er (k+1)

ZC”E{

y por el lema 3.2 tenemos

Qjr(k+1)

ZC’”E{z

(k)1 {éuc):(i,j)}E{l{eww):r}IZ(k%é(k)}}CiT,j

2R k)= 5,0y Par YOI

= ijrci,j@i,j(k)CT
i=1

A continuacién se introduce la matriz A que serd de
fundamental importancia para establecer diferentes re-
sultados relacionados con la estabilidad de los sistemas

1)y (2).

A= (" ® Iyn2)diag[C; 5 ® Cy 4], (9)

donde la matriz diag[C; ; ® C; ;] es una matriz diagonal

O

por bloques, donde cada bloque es de la forma C; ; ® C; ;.
Analizemos un caso particular para L = 2 se tiene

0171 ® 01,1 0 0 0
0 Cir2®Cp2 0 0
0 0 Ca1 ®Cap 0
0 0 0 Co2®@Cap
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y II es la matriz de transicién de probabilidad de la

cadena de Markov é(kz), el cual es de la forma siguiente:

=D -diag(Il, L)

donde
D, ... Dg
D: : .. E
D, ... Djp
y
0 0 0
D;=10 1 0 — i-fila
0+ 0 -+ 0], ,

1 i-columna

ademds diag(Il, L) es una matriz diagonal por L blo-
ques de la forma siguiente:

m ... 0 ... 0
diag(II,L)=10 ... II ... 0
0o ... 0 ... II

Note que estas matrices recogen la informacién de
todos los parametros del sistema y ademds guardan la
informacion probabilistica de la cadena de Markov. En-
seguida se muestra que el sistema (2) puede ser transfor-
mado en una ecuacion del tipo clasico mediante la matriz
A definida en (9).

Lema 4.2 ([1],[5]). Dado el sistema (2), el vector
columna (k) definido en (6) es una solucion del sistema

y(k +1) = Ay(k), y(0) = 4(0) e R™  (10)

Prueba. Vectorizando ambos lados de (8) se obtiene

L
Gjr(k+1)= ij,rci,j ® Ci,jGi,j (k)
i=1
lo que puede escribirse matricialmente como:
q(k+1) = Aq(k) (11)

y por induccion se tiene

d(k) = A*4(0) (12)

5 Estabilidad

A continuacién presentamos algunas definiciones de es-
tabilidad para el sistema (1) dadas en [6], [7].

Definicién 5.1. Se dice que el sistema (1) es

a) Estable en media cuadrdtica (EMC) si para
cualquier x(0) € R™ y para cualquier 6(0) se tiene

Jim E{x(k)x™ (k)} = 0.

b) Estocdsticamente estable (EE) si para cualquier
2(0) € R™ y para cualquier 0(0) se tiene

E {Z IIw(k)IIZ} <0
k=0

¢) Ezxponencialmente estable (EXE) si para cualquier
2(0) € R™ y para cualquier 0(0) existen constantes
0 <a<1<p tal que para todo k € Z se tiene

E{|lz(®)|?} < pa*E {=(0)]*},
donde o y B son independientes de x(0) y 0(0) .

d) Segundo momento estable (SME) si para cualquier
z(0) € R™ y cualquier 0(0) se tiene

. 2 .
Jim B {le(®)P} =0

e) Casi sequramente estable (CSE) si para cualquier
z(0) € R y cualquier 68(0) se tiene

Pr{ lim [|z(k)|| = o} =1

k—oc0

6 Estabilidad EMC y la matriz A

En esta seccién analizamos la estabilidad de (1) en
términos del radio espectral de la matriz A.

El lema 4.2 da una caracterizacion de la estabilidad
EMC en términos de el vector ¢(k) definido en (6).

Lema 6.1. El klim E{z(k)z"(k)} = 0 si y solo si para
— 00

cualquier x(0),z2(1) € R™ y para cualquier 6(0),0(1) se
cumple
lim q(k) = 0. (13)

k——+oo
Prueba. Asumamos que klim E{z(k)z"(k)} = 0. De la
—00
desigualdad

H@z‘,j(k)ﬂ = ||E{z(k)=" (k)1 {00 =i,00+1)=51 |
< || E{z(k)z" ()} |

se sigue que lim @”(k) = 0 y como el operador vec es
k——+oco

continuo entonces lim §; ;(k) = 0. De aquf se concluye
k—-+oo
inmediatamente (13).

Si kkrfoo G(k) = 0 entonces kkinoo Gi,j(k) = 0 lo que

es equivalente a decir que klirf @m(k) = 0. De (7) se
— 40

concluye que klim E{z(k)z" (k)} = 0. O
)
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Se presenta la norma matricial, sea A = [a;;] € M, (R)

Al =" lagl.

ij=1

Lema 6.2. Sea z(k) la solucion del sistema (2). Para
cada k € Z se cumplen las siguientes desigualdades

EU=EI®) a0, (14)

n

IR < nE(|2(k)]1*), (15)

Prueba. Primero probemos la desigualdad (14)

(L,D)
E(lz®mI1D=E Y 201 G=an
(64)=(1,1)
(L,L)
= > El®IPgu=any)
(i’j):(l’l)
(L,L)
= Y. Er(k)=(k) g0 _)
(i’j):(l’l)
(L,L)
= Y tr(BEERZE) T —m)

(1,5)=(1,1)
(L,L)
= > tr(Qiy(k)

(1,7)=(1,1)

(L,L)
=1ir Z Qi,j (k)
(4,5)=(1,1)
(L,L)
<n Z Qi (k)
(i,5)=(1,1) 1
(L,L)
<n Y 1Qii(k)h
(’i,j):(l,l)
=n[Q(k)]

Ahora probemos la desigualdad (15), por la desigualdad
de Jensen se sigue

(L,L)
QW= 3> 11Qus®)h
(4,5)=(1,1)
(L,L)
= Y IBGE R =)
(4,5)=(1,1)
(L,L)
< > B(l®)ZT R =)
(4,5)=(1,1)
(L,L)
<n Y E(Hz(k)\@l{é(k):(i,j)})
(,5)=(1,1)
=nE (|z(k)]?)

O

Lema 6.3. Sea x(k) la solucion del sistema (1) y z(k)
la solucion del sistema (2). Se cumple lo siguiente:

dim B{2(k)|*} = 0 ¢ lim E{=(0)]*} = 0

Prueba. Si kli_>nolo E{||z(k)||*} = 0 y de la siguiente igual-
dad
lz(B)I1* = llz(®)]I* + lla(k + 1)
se obtiene klgl;o E{||z(k)|*} = 0.
Como kl;rrgo E{||z(k)||?} = 0y de la siguiente desigualdad

lz(k)I1* < [l2(k)]1*
se obtiene klim E{||z(k)|*} = 0. O
—00

El teorema 6.1 provee una herramienta de facil imple-
mentacién computacional para analizar si el sistema (2)
es EMC mediante el radio espectral de la matriz A.

Teorema 6.1. El sistema (1) es EMC si y solo si
p(A) < 1.

Prueba. Si el sistema es EMC, entonces por el lema 6.2
se tiene kgrfoo E{||lz(k)||*} = 0 y por el lema 6.3 se tiene
que k£r+noo E{||z(k)||*} = 0 por tltimo por el lema 6.2
se tiene kEToo E{z(k)z"(k)} = 0 y por el lema 6.1 se
concluye que kgr-&r-loo G(k) = 0. Ahora como x(0),z(1) y

6(0),0(1) son arbitrarios y teniendo en cuenta que

Qij(0) = E {2(0)2"(0)} E {1p(0)=i3 1{o1y=j} }
= E{2(0)2"7(0)} pi;mi,

entonces se ve que siempre es posible obtener G(0) con
componentes no nulas. Entonces por la descomposicion
de Jordan de A y por (12) se deduce que p(A) < 1.
Si p(A) < 1 entonces tomando limite a ambos lados
de (12) esto implica que lim ¢(k) = 0. De aqui, por
k——+4oc0

los lemas 6.1, 6.2 y 6.3 se concluye que el sistema es
EMC. O

6.1 Ejemplos

En esta seccién se proporcionan diferentes ejemplos que
ilustran los resultados presentados en las secciones pre-
vias. En particular se analiza la estabilidad del sistema
estocastico en relacién con la estabilidad de los subsis-
temas que lo conforman.

Ejemplo 6.1. En este ejemplo se muestra un sistema

que no es EMC.
02 1 0 1 09 0.1
Al{o 0.4}"42{2 0.5]’“{0.4 0.6}’

10 0.5 0
sl d]vm=[T 1]

Notamos que p(A) = 2.9404 > 1, el sistema no es EMC.
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Ejemplo 6.2. En este ejemplo se muestra un sistema
que es EMC.

02 1 03 1 0.9 0.1
Al_[o 0.4]"42_{0 0.5]’11_[0.4 0.6}’
05 0 02 0
Bl{ 0 0.4} yBQ{ 0 0.5}'

Como p(A) =0,8122 < 1 el sistema es EMC.

7 Equivalencia entre las
diferentes nociones de
estabilidad

Ahora establecemos la relaciones entre los diferentes
tipos de estabilidad introducidos en la secciéon 5. Se
prueba que bajo la condiciéon de que L es un espacio de
estado finito, las nociones de estabilidad (a)-(d) son
equivalentes y todas estas implican la estabilidad (e).
Comencemos por el lema siguiente:

Teorema 7.1. El sistema (2) es EMC si y solo si es EE.

Prueba. Ver [8]. O

El siguiente resultado se basa fundamentalmente en
las desigualdades (14) y (15).

Teorema 7.2. El sistema (2) es EE si y solo si es SME.
Prueba. Ver [8]. O

Para establecer la equivalencia entre la EMC y EXE,
teorema 7.3, serd de utilidad la desigualdad (16).

Lema 7.1. Sea A € M, (R). Si p(A) < 1 entonces exis-
ten >1y0<vy<1 tal que

A1 < By, ke Zs (16)

Prueba. Aplicamos el teorema de la forma candnica de
Jordan para A entonces existe P € M, (R) no singu-
lar, tal que A = PJP~! y esto implica A* = PJ*P~1,
k€ 7Z,. Sea {\1,..., s} los autovalores de A, entonces
la matriz J* es de la siguiente forma:

Th (A1) O 0 0
0 JE,(A2) 0 0
Jk =
0 Jh (o) 0
0 JE ()

donde los bloques de Jordan JF ();) son de la forma
siguiente:

A DN ON? (A PV
0 A7 (D! (SN PV
Th, () =
i
0 0 Y (DA
0 0 0 AR

Sea v = p(A) < 1. Notamos que

ms k
PAREDY > aigNP ], ai; €N
i=1 \j=k—m;+1
< ijvk_j, b; € N, m = max{m,}
j=0
> b (17)
§=0
m .
Se tiene que ij’y_J > 1, se define
j=0
B=d b7 | IPP L =1
e (17) se sigue
1A = |PT*P~ |y
<Pl Pl T* ]
<IPIIP M | Db | 2"
§=0
= By".
O

Estamos listos para presentar la equivalencia entre
EMC y EXE.

Teorema 7.3. El sistema (2) es EMC si y solo si es
EXE.

Prueba. Ver [8]. O

Teorema 7.4. Si el sistema (2) es EMC entonces se
tiene CSE.

Prueba. Del teorema anterior, si el sistema (2) es EMC
entonces es EXE, es decir, existen constantes positivas
0 < a <1< B tales que para todo k € Z4 se tiene

I} < BB {[l2(0)]%}

Esta desigualdad implica

E{||z(k

ZE{nx < L {eoPy. o
aplicando la desigualdad de Markov se sigue
e {[a(hy] > ¢ < 20T (19)
De (18) y (19) se obtiene
éPr{nx(k)nz <1 i_oj e Ry}
< areo PO 20)

ST
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Definiendo la sucesion de eventos

Ap = {llz(R)[| = €}

se sigue de (20) y del lema de Borel-Cantelli que

(A0 a0

k=1n=k

Tomando complemento en esta igualdad se obtiene

Pr{Upl, Ml Ao} = 1,

2.

Conclusiones
. En este trabajo se define la solucién de un SLSMS.

Se analizaron los distintos tipos de estabilidad
definidos en [1], los cuales se logré que estos sean
equivalentes teniendo en cuenta que el espacio de
estado es finito.

Encontramos un test computacional muy similar
para los MJLS, el cual consiste en analizar la esta-
bilidad mediante el radio espectral de una matriz,
el cual contiene la informacién probabilistica de la
cadena de Markov y los parametros del sistema.

de donde
Pr{ lim |jz(k)| = o} ~ 1
n—oo
O
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