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El anélisis del movimiento de una particula que se mueve bajo la accién de una fuerza gravitatoria causada
por otra particula (que estd fija en el origen de coordenadas) se estudia en el curso de Mecdnica Cldsica de ante-
grado. Se demuestra en este curso, usando coordenadas polares, que la trayectoria es un cénica y para el caso de
un movimiento eliptico(Ejemplo: Movimento Planetario) uno de los focos coincide con el origen de coordenadas.
En el presente articulo se demostrard la propiedad mencionada anteriormente(que es la primera ley de Kepler)
mediante un método alternativo que consiste en usar coordenadas cartesianas y conceptos de Geometria Analitica.

Palabras Claves: Fuerza gravitatoria, momento planetario.

The analysis of the motion of a particle which moves under the action of a gravitational force caused by another
particle (which is fixed in the origin of coordinates) is studied in the course of Clasical Mechanics in undergraduate.
It is demostraded in this course, using polar coordinates, that the trajectory is a cénical and in the case of an
elliptical movement (Example: Planetary Movement) one of the focus matches the origin of coordinates.

In the present article, the mentioned property will be shown (which is the Kepler’s first law) by an alternative
method that consists of using cartesian coordinates and concepts of analytical geometry.

Keywords: gravitational forces, planetary moment.

1 Introduccion

Consideremos una particula de masa m sometida a una
fuerza central. Sea p, ¢ las coordenadas polares. Los vec-
tores unitarios y transversal seran denotados respecti-
vamente como €,, €s. Luego la fuerza central se expresa
como

F=Fe, (1)
Como es obvio la componente radial de la fuerza(F),) de-
penderd de la distancia p.
Del curso de Mécanica tenemos que para determinar la
coordenada polar p en funcién del dngulo ¢ se debe re-
solver la ecuaciéon diferencial

d? 1 1 m p?

d¢2(p)+p— 2 (2)
donde L representa al momento angular (que se conserva
durante el movimiento).
La ecuacién diferencial (2)(que en general no es lineal) se
demuestra en diversos libros de Mecanica , por ejemplo
[1] o [2] .
Por otra parte sea p,, ¢, las condiciones iniciales para las
coordenadas polares.
Es evidente que si resolvemos esta ecuacién diferencial se
obtiene dos constantes que se determinan con las condi-
ciones iniciales para la funcion p(¢):

p(0). j—g (90) 3)

Apliquemos la ecuacién (2) al problema de Kepler caso
gravitatorio es decir: queremos estudiar el movimiento de

una particula de masa m que se mueve bajo la accién de
una fuerza gravitatoria debido a una particula de masa
M (que estd fija en el origen de coordenadas). Luego la
componente radial de la fuerza es
GMm
F,= ——— (4)
P pg
reemplazando (4) en la ecuacién (2) y al resolver la
ecuacién diferencial que

1
Ccos(¢p +0) + GMT{”

p ()
Que es la ecuacion de la trayectoria en coordenadas po-
lares. Para simplificar los cdlculos supongamos que § es
cero, luego se tiene de la ecuacién (5) que:

1
p(¢) - ACOS((b) + G]\ngQ

(6)

evaluando en ¢ = 0

1
o = ———————— 7
Po= 5 G VT (7)
despejando la constante C
1 G M m?
C=— ———— 8
po L2 ( )

Es decir que la ecuacién en coordenadas polares es:

1
p(d) = 9)
(

2 2
1 _G]ng ) COS¢+G1\£[2m

Po
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De la Geometria Analitica la iltima ecuacién nos repre-
senta la ecuacién de un coénica en coordenadas polares
donde uno de los focos coinciden con el origen de coorde-
nadas(donde se ubica la otra particula) . Comprobaremos
este propiedad del movimiento usando coordenadas
cartesianas pero restringiendo al caso de una trayec-
toria eliptica.

2 Ecuaciéon de la trayectoria en
coordenadas cartesianas

Definiendo: )
1 GMm
A= — — —— 1
po L2 ( 0)
G M m?
B = — (11)
la ecuacién (9) se expresa como
1
= —— 12
p Acos¢p + B (12)
de donde
Apcos¢p + Bp =1 (13)
pero como

r = pcosp, p= a? + y? (14)

de la ecuacién (13) obtenemos que

Az + Bz + y2 =1 (15)

es decir
BY(z? +4%) = (1 — Ax)? (16)

finalmente
(B —A%)2? + 2Ax+B*y* =1 (17)

que es la ecuacion de una cénica con eje focal en el eje X.
Consideremos un movimiento de un planeta de masa m
alrededor de una estrella de masa M que estd fija en el
origen de coordenadas , con las condiciones iniciales :

-

70) = poi (18)
7(0) = v, J. (19)

Con estas condiciones la trayectoria es de tal modo que
el eje focal coincide con el eje X. Luego podemos aplicar
la ecuacién (17).

Si B2 — A% > 0 la trayectoria es una elipse(que es la
observada en el movimiento de los planetas).
Consideremos el caso particular que la magnitud A sea
positivo. De la relacién (17) se consigue

2
A
(95 + W) >
B2

=1 (20)

Es facil demostrar que

B? 1
21
(BQ_A2)2>BQ_A2 (21)
luego la ecuacién (20) es la ecuacién de una elipse de la
forma ( 2 ( 2
x —h y — k
" + 72 =1 (22)
por lo tanto los semiejes son
B
O pr_az (23)

b=\ g (24)

De la teorfa de Cénicas ( ver por ejemplo [3]) la distancia
del centro de la elipse a los focos es

¢ =+Va? — b (25)

De las ecuaciones (23) , (24) y (25) conseguimos

A
‘= p_a (26)
por definicién de excentricidad e = ¢/a tenemos
A
= —, 27

Para el caso de la ecuacién (22) las coordenadas del cen-
tro y de los focos son:

Co(h, k), Fi(h — ¢, 0), Fa(h + ¢, 0). (28)

Si comparamos la ecuacién (20) con (22) tenemos que:

—A

h:BQ_AQ’

k=0 (29)
luego las coordenadas de los focos para la trayectoria del
movimiento de la particula son

—2A

hl = ﬂ, Cc1 = 0 (30)

h2 = 0, Cy = 0 (31)

es decir la particula de masa M ocupa uno de los focos
de la trayectoria eliptica, comprobando asi la primera ley
de Kepler.

Finalmente damos la relaciéon de los libros mencionados
en el presente articulo.

3 Conclusiones

1) La trayectoria de una particula con potencial de Kepler
es una conica. Un caso especial es la trayectoria eliptia.
Esto se puede demostrar usando coordenadas polares y
cartesianas.

2) La demostracién de las propiedades de movimiento de
una particula sometida a fuerzas centrales se puede hacer
considerando no necesariamente coordenadas polares.
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