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El presente trabajo muestra que el método de elevacion de grado de las curvas B-spline se puede interpretar
como el proceso de corte de esquina. Se muestra el significado geométrico de los puntos de control auxiliares durante
el proceso del corte de esquina. La idea principal es elevar gradualmente el grado de las curvas B-spline intervalo
por intervalo. A partir de las funciones B-spline se plantea una nueva clase de funciones de base.

1. Introduccion

Muchos algoritmos utilizados en el diseno geométrico
asistido por computadora (CAGD) se pueden interpre-
tar como procesos de corte de esquinas (ver ([2, 5]). Esta
técnica es interesante ya que ofrece construcciones ge-
ométricas simples de curvas (ver [5]). Ademds, los puntos
de control auxiliares durante el proceso tienen un signifi-
cado geométrico especifico, por ejemplo, la subdivisién de
las curvas de Bézier. Se conocen varios algoritmos rela-
cionados a la elevacién de grado de las curvas de Bézi-
er (ver [1]) y curvas B-spline (ver [6, 4]), sin embargo
ninguno de ellos puede ser interpretado como un corte de
esquina.

En el presente trabajo se interpretara la elevacion de gra-
do de una curva B-spline como un corte de esquina y los
puntos de control auxiliares obtenidos tienen un signifi-
cado geométrico.

La elevacién de grado consiste en que las curvas de B-
spline, que estan expresadas con respecto a las de fun-
ciones de base B-spline de grado k, también pueden ser
representados por funciones de base B-spline de grado
k41 (ver [3, 7], pero todas estas férmulas son complejas
y dificiles de interpretar como un proceso de corte de es-
quina.

Comparando las identidades para los grados de elevacion
de funciones de base de Bernstein con funciones de base
B-spline, se encontré que una funcién de base de Bern-
stein de grado n puede ser representado por no mas de dos
funciones de base de grado n+ 1, pero por lo general una
funciéon de base B-spline de grado k es representado por
mas de dos funciones de base B-spline de grado k+ 1. Es-
ta es la razdén por qué la elevacion de grado de las curvas
de Bézier es un corte de esquina y porque la curvas B-
spline son dificiles de interpretar como corte de esquina.
Un andlisis més detallado muestra que la complejidad
de las formulas del grado de elevacid de las funciones de
base B-spline se atribuye al hecho de que la multiplici-
dad de nodos interiores se incrementan simultdneamente.
Asi que para obtener férmulas de elevacién grado, maés
simple, de funciones de base B-spline, se adopta un nuevo
método que en cada paso sélo aumenta la multiplicidad

de un nodo y eleva el grado sélo en este intervalo de nodo.
Por este método, las funciones de base previas pueden
ser representados por no mas de dos funciones de base
nuevas, por lo tanto, al igual que el grado de elevacion
de las curvas de Bézier, la elevacion del grado de curvas
B-spline se puede interpretar como un corte de esquina.
Para elevar el grado de curvas B-spline sélo en un in-
tervalo de nodo por paso, se debe manejar una nueva
clase de funciones de base: funciones de base B-spline
grado doble cuyo grado en algunos intervalos es mayor
que en otros intervalos. Pero es dificil construir funciones
de base B-spline de grado doble que utilizan las defini-
ciones tradicionales de B-spline, como las diferencias di-
vididas de funciones de potencia truncadas. Para esto se
definen los B-spline como una integral iterativa con difer-
entes funciones de base iniciales (ver [8]). de esta manera
se pueden definir varias funciones de base spline medi-
ante la seleccion de diversas funciones de base iniciales,
por lo que llamamos a esta definicién de spline como la
definicién integral de spline. En este articulo se definen
las funciones de base B-spline grado doble a través de la
seleccién de funciones de base grado doble iniciales.

En la Seccién 2, se muestran algunas formulas de ele-
vacién de grado de los B-spline . En la Seccion 3, se
construyen las funciones de base B-spline grado doble,
mediante la definicién de un B-spline en forma de una
integral. Como resultado de estas construcciones,en la
Seccion 4, se demuestra que la elevacion de grado de una
curva B-spline se puede interpretar como un corte de es-
quina.

2. Curvas B-spline y la elevacién
de grado

Una curve B-spline de grado k es una curva polino-
mial por partes definida como sigue:

B(u) = ZNi,k(u)Bi7 (1)
i=0

0,1,...,m, son puntos de control,

donde B;, con ¢ 1
0,1,...,m, son funciones de base

y N;(u), con i
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B-spline definidas sobre un vector nodo no decreciente
U = {uo,U1,...,Umik+1}- Los vectores nodo pueden
ser clasificados como anclados o no anclados. Puesto que
pueden transformarse entre si (ver [6]), a lo largo de este
documento se supone que el vector nodo esta anclado
(presentan multiplicidad mayor que uno en los extremos),
y se reescribe U, como

T={t1,... t1,...
——
z1 Zn
donde z1, ..., 2, denota las multiplicidades de los nodos
interiores y 21 = 2z, = k + 1.
Para elevar el grado de P(t) a k+1, podriamos buscar
puntos de control B y un vector nodo T tal que

Ms>

B(t (2)

7, k+1
=0

Las curvas B(t) y B (t) son las mismas geométricamente
y paramétricamente. Debido a que la continuidad de B(t)
y B(t), en el nodo, es la misma, 7" debe tomar la forma

atna 7tn}
N——

zZn+1

T={t1,....ta,...
———
z1+1

Luego. el principal trabajo de la elevacion de grado es
calcular B;. Evidentemente, el cdlculo de B; requiere
formulas de transformacién entre las funciones de bases
B-spline de grado k y k + 1.

Debido a la propiedad de soporte local de las fun-
ciones de base B-spline (ver [6]), se tiene que cada uno
de los {NV; x(t)} se representa usualmente por mas de dos
funciones de base B-spline de grado k+1 en {ﬁi7k+1(t)}.
Esto complica el céalculo de 131» v hace que el grado de
elevacion de curvas B-spline sea dificil de comprender.

Basandos en los enfoques tradicionales, en cada paso
sélo se incrementa la multiplicidad de un nodo interior y
eleva el grado de B(t) sdlo en un intervalo de nodos. Sea

Tj:{tl...,tl,..-,tj7"'
N——

z1+1

7tj7tj+17"'7tj+17"'atn"-atn}
———

Zj-‘rl Zj+1 Zn

Sobre T7 se define las funciones de base B-spline grado
doble {NV/,(t)} cuyo grado es k + 1 en [t;,t;41] y es de
- Basado en {ka( )} se define la cur-

va B-spline grado doble B (t) sobre T7. Si observa que
T7 = T971 + {t;}, esto es, sélo se inserta un nodo en
T7=1, cada uno de {Nf;l(t)} puede ser representado por

grado ken [t;11,t

no més de dos funciones de base en {ka(t)} Luego, los
puntos de control de B(t) se pueden obtener a partir
de los puntos de control B?~!(t) mediante cortes de es-
quina. Repitiendo este proceso se puede elevar el grado de
la curva B(t) en todos los intervalos de nodos mediante
cortes de esquina.

3. Las funciones de base B-spline
grado doble

En esta seccién se presenta la construccién sis-
tematica de las funciones de base B-spline grado doble

(bigrado). En primer lugar, se definen las funciones de
base B-spline grado doble y se ilustran sus relaciones cor-
respondientes a las funciones de base B-spline usuales.
Asi, se deducen las férmulas de transformacién de fun-
ciones bases B-spline grado doble y se muestran algunas
de sus propiedades.

Definicion de las funciones de base
B-spline grado doble

3.1.

Primero, definimos un conjunto inicial de funciones
sobre

T = {tl,...,tl,...7tj7...,tj,tj+1,...,tj+1,...,tn,...
N—— N——
z1+1 Zj-‘rl Zj+1 Zn
= {t, t{,...,mj},
(mj=z1+-+2,+7—1):
i it <t<tl  y0<i<l
a0 ShS St yUsesl;
) tl, —t - j . o
Nio(t) = § Toamily, St ST<tipy0sist;—1
1 sit] <t<tl yi>t;
0 en otro caso,

(3)
donde lj =21 +22+ - +z;+j— 1
Luego, para k > 1, N/, (t) se define recursivamente

mediante
t . .
, N/ s) N/ s
Nik(t) _ / [ 1,571( ) . zj;l,kfl( )‘|d8, (4)
oL Tik-1 Oit1,k—1
donde ¢ =0,1,...,m; —k—1y
o= [ N )
Si NZk(t) =0, se define
t o 1 s t>t+k+2(i§lj_k_1)
/Ni,k:(t)dt_ 0t =ty (>0 —k—1)
o o-zj',k 0 si t< tz+k+2 (Z S lj — k- 1)
0t <ty (1>l —k—1)

(6)
Observacion 1. Debido a que la multiplicidad de tg (i <
l;) es no menor que 2, el intervalo de nodo no nulo de

Nij,o(t) es no mayor que 1.

Observacion 2. Ya que t, es el tltimo nodo, 77!

tomaria la forma

En virtud de la definicién se tiene que Nij;k(t) (j =
1,...,n —2) son funciones de base B-spline grado doble:
el grado es k+ 1 en [t;,t;41] y es k en (tj41,t,]. Como
(NP} y {N7-*(t)} son polinomios de grado k y k+ 1
respectivamenté.
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Teorema 1. Sean {N; (t)}, Z\Afi,k+1(t) las funciones de
base B-spline usuales definidas sobre los vectores de nodo

coty bt}

zZn+1

y {ND (1), {Nznk_l(t)} son funciones de base B-spline
grado doble definidas sobre T = T, T" ! = T en vir-
tud de las ecuaciones (3)-(6). Luego, N; () = N,(t) y
Nigs1(t) = NP

Demostracion. Primero, se probara que N;(t) =
N?,.(t), por induccién sobre k. Cuando k = 0, el teore-
ma se cumple de modo obvio. Asumamos que N; ,(t) =
NP (1), para k > 0. Sit < t;, es facil ver que N y1(t) =
N?y1(t) = 0, para t > t;, notando que

tivky1—ti

NIJ Il [} i /- 1'»ﬂ(

Figura 1.
{No(®)}

Senalando que 77 = 77! — {t;} y a partir de las
definiciones de {Nij’o_l(t)} y {N/(t)} se obtiene (ver Fig.
1)

Las funciones de base iniciales {Nf;al(t)} y

N o(t) i<t;—1
- ; _ _
N}y = NiJZO(t) = N/ 0t) i=t;—1 (8)
Nj+170(t) i>t;—1

Empezando desde la (8), se puede obtener la férmula de

¢
t; t; 3) ,

/ N x(s)ds = {Zh VT Npge+1(t) 6 S <tivk+1 transformacién de {Nijkl(t)} y {N/ ()}, con k > 1:
i, - s B )

kot t 2 tivkt1
(7)
y, por la hipétesis inicial, se tiene que ng = ik,
NP, (t) = Nix(t), entonces

0 _
Nipy1 = 0 50
ik i1,k

lNSk(S) B N?H’k(s)]ds

Nit1x(s)
Oi+1,k

— é\w

[NM(S) -

ds = N; t).
Tin ] S ,k+1()

— 00

Para {N; j1(t)} v {Nf{l(t)}, se nota que Nf&l(t) =
Nm( t) sobre T A, a partir del resultado se prueba que
NIHE) = Nigga (t). O

También a {N7,.(t)}, {Nlnk_l(t)} se les llamard fun-
ciones de base B-spline grado doble.

Férmulas de transformacion de fun-
ciones de base B-spline grado doble

3.2.

Se deducirdn las férmulas de transformacién de las
funciones de base B-spline grado doble {Nf;l(t)} y
{Nz] «(t)}. Debido a estas férmulas, se pueden obtener las

de transformacién de los puntos de control de las curvas
B-spline BY~(t) y B'(t).

Teorema 2. Para las funciones de base B-spline gra-
do doble {Nf;l(t)} y {N},(t)} definidos sobre T~ TV

mediante (3)-(6), tenemos

N/, (1) i<t —k—1
Ni],;lz (l_ak)N ()+az+1sz+1k(t) lj—k-1<:<[; -1,
N2+1 () >0 -1

. _ 9)
donde o7, es definido mediante (5), y a] . es definido
como Sigue:

a 4 4,=0, a =1 (h=01,....k—1)  (10)
@l i =l 3“1” O<h<k-1l-h-1<i<l

zh

(11)

Demostracion. El Teorema 2 se prueba por induccion so-
bre k. Cuando k = 0, esto es obvio. Asumamos que el
teorema se cumple para k > 0, luego

“+oo
1 . . , .
/ NI / (Ll N2 (0)al (N2, (1)
(12)
para l; —k —1 <14 <l; —1, de modo que
- . . .
ol = (1- ag,k)o—zj',k + aZ+1,k01"c+l,k' (13)

Al combinar las definiciones de { N} k+1( )y AN; k+1( )}

REVCIUNI 16 (1) (2013) 21-26

Facultad de Ciencias — UNI

—1).



24 Johnny Valverde Montoro

se obtiene

t J—1(g J—1 (g
Nl = / [Nzilf LN,
(

S 1
/tl_
—oo

k L+1 k
t

B / (1- 1+1 k)N7+1 k(s)+a+2 sz+2 A(g)
(

i1, k) Tit1,k +“1+2 k 1+z k

i, A( s) + a1+1 kN1+1 k(s)

17“ k o] k+a1+1ka+1k

1—al

_ (- % K)o vk - / {Ni,;is) B N%l’k(s)]ds

Y
(1 a“ﬁ) O’i,k+aj+1,k0-i+1,k7w Tit1,k

; 5 t
J J
o kTit2.k

las condiciones de la esta propiedad, debido a (5),
0!, > 0. En virtud de (11), af, > 0. Finalmente,

de (9), se tiene que Nigl(t) > 0. O
2. Particion de la unidad: ), Nljk(t) =1.
Demostracion. Se asume que esta propiedad se

cumple para 7 < n — 1. Luego, ZiNZk(t) = 1.
Debido a (9), 32, N/ () =S, N/ () =1. O

+ : v : _
(T =alpy )0l t 0l 107 o A Ug+1 k
itk +2 k
i1,k 73
=|1- ‘17+1 kT -1 Nz (B + al+2 k_j—1 L+1 Q)
ik Tit1,k
Esto significa que
J
. o’
7 _ i+1,k
Fikt1 = g1k~ =1 - (14)
O3k

En virtud de la hipdtesis y (14) se concluye que el teo-
rema se cumple para k + 1. Con lo cual, se completa la
prueba. O

Observacion 3. Para calcular ajk, se debe conocer que
ol (h=0,1,....k=1)yol, (h=01,...k—1).
Sin embargo, es muy complicado calcular awl (h =
0,1,....k— 1)y O'g’h (h = 0,1,...,k — 1) a partir de
las definiciones. A partir de (7), (13) y (14) se tiene un
enfoque iterativo para calcular Ui,h (h=0,1,...,k—=1)
y aih (h=1,...,k—1). Por ejemplo, para calcular ?h,
0l ns iy, debido a (7), se sabe que oy = ti; —t;
y 011171,0 = (tl1+1 — tll_l)/Q desde que Nljlfl,o(t) =
]\Afll—m(t) el cual es la funcién de base B-spline de usual
de grado uno definida sobre 7. Luego, obtenemos 011171
sustituyendo 0?1_170, 0111_1’0 y (10) en (13). Después,
obtenido 0111,1; combinando con 031 = (th,—thH/2y

1 1 1
0i,-2,2 (t11+1 — 1,2
vamente.

. 1 1 ’ .
)/37 se obtiene o; 1, a; o y asi sucesi-

3.3. Propiedades de las funciones de base

B-spline grado doble

En esta subseccién se prueban algunas propiedades de
las funciones de base B-spline grado doble { N}, ()} por

induccuin inversa sobre j. Cuando j = n — 1, {ka(t)}
son las funciones de base B-spline de grado k+ 1 usuales,
de hecho, ellas satisfacen estas propiedades.
Las propiedades que son usadas para definir las curvas
B-splines grado doble son:
1. Positividad: Nik(t) > 0, para t € (tl ) tz+k+1)
(i>l—k—lyi>li—k—1)ote (tt, ,..)
(1 <h—k—1yt >t

Demostracion. Se asume que esta propiedad se
cumple para j # n — 1. Cuando i,t satisfacen

/ |:Ngf1,k(5) _ Nng.k(S) ds

J
Tit2,k

3. Independencia lineal global: {ka(t)} son lineal-
} mente independiente sobre 77 si no existe funciones

nulas en {szk(t)}

Demostracion. Se asume que esta propiedad se
cumple para j < n — 1. Suponer que

h
t)=> aN/ () =0, (15)

=1
para todo t € [t1,t,]. Sustituyendo la (9) en (15) y

se obtiene

0= w01

=1

szk( )+ag+1,sz'j;&-1,k(t):| =0

T . i\ j
Por hipétesis, se tiene que al(l—ai’k) =a1aj, ,+

a2(1 — a{+17k) = ... = aha{lﬂ,k = 0. Debido a
que no existe funciones nulas en {Ni]’k(t)}, a; =0,
(I=1,....h). 0

4. La elevacion de grado de las
curvas B-spline interpretado
como un corte de esquina

Empleando las funciones de base grado doble se pro-
bard que el método de la elevacion de grado de una curva
B-spline es un corte de esquina y se mostrara el signifi-
cado geométrico de los puntos de control auxiliares.

En primer lugar, se definen las curvas B-spline grado
doble, las cuales actuan como los puentes de P(t) y P(t)
definidos en (1) y (2), respectivamente:

Una curva B-spline grado doble definido sobre el vec-
tor nodo T7 es

m:l'fkfl

Y. NLOP] (i<t<t),

=0

Pi(t) = (16)

donde PJ es un punto de control y N (t) es una fun-
cién de base B-spline grado doble deﬁmda sobre el vector
nodo 77 mediante (3)-(6). _

Las funciones de base B-spline grado doble { N} ;1 )}

se pueden representar por {Nf ()}, obteniendose
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Teorema 3. Si P'~'(t), P’(t) son curvas B-spline gra-
do doble definidas sobre los vectores nodo TI~% y T, re-
spectivamente, y ellas son las mismas curvas, entonces
sus puntos de control {PI~'}, {P7} satisfacen

Pt i<li—k—1
Pl={ (1ol )P/l PI} ki<l
Pi:ll 7> lj
(17)

Demostracion. Sustituyendo (9) en (16). Luego, en vir-
tud de la propiedad de independencia lineal global de
{NV/ (1)}, se obtiene directamente (17). O

A partir de (17) se sabe que los puntos {P?} se ob-
tienen a partir de los puntos {Pf ~!} mediante cortes de
esquina. Aplicando este método intervalo de nodo por
intervalo de nodo, se puede elevar el grado de P(t) en
todos los intervalos de nodo mediante cortes de esquina.
Luego, se obtiene

Teorema 4. La elevacion de grado de las curvas B-spline
es un corte de esquina.

Demostracion. Dada una curva B-spline P(t) definida
por (1), se reescribe la curva P(t) sobre el vector no-
do T' como Po(t) y T9, respectivamente. Asi, para cada
j=1,2,...,n—1,seinsertat; a T"! y actualizamos los
puntos de control de Pj — 1(t) a P’ (t) segiin el Teorema
3 (ver Fig. 2). En base al Teorema 3 se tiene que los pun-
tos de control de P(t) (debido a que P"'(t) = P(t))

son obtenidos mediante cortes de esquina. O
o
S e -
o P 2 ez _ -2
R L rr -
P -
P° ey :
P! =
Pe —r
&1
P}(l

: Y - S
e - : :
\‘~R"J‘I“§“ 1;.34-2
Figura 2. FEl método de corte de esquina de elevacion

de grado de una curva B-spline. Los puntos de control
conectados por guiones son los mismos puntos con difer-
entes indices. Los puntos de control conectados por lineas
continuas representan el proceso de corte de esquina.

(d)

Figura 3. Un ejemplo de la elevacion del grado.
Un B-spline cubico el cual se define por los pun-
tos de control {P;} (i = 0,1,...,4) y wvector nodo
{0,0,0,0,0,4,1,1,1,1}; (a) son los puntos de control ini-
ciales; (b) son los puntos de control de P*(t); (c) son los
puntos de control de P?(t), (d) proceso completo de corte
de esquina.

Para aclarar el proceso de corte de esquina de la el-
evacién de grado de la curva B-spline P(t), se presenta
un ejemplo (ver Fig. 3).

Finalmente se describe el significado geométrico de
los puntos de control auxiliares que aparecen en el pro-
ceso de corte de esquina: los puntos de control auxiliares
{P?} son los puntos de control de la curva B-spline grado
doble definida sobre el vector de nodo T

5. Conclusiones

En este trabajo se ha presentado la teoria de los B-
spline grado doble. De acuerdo a esto, se prueba que el
método de elevacién de grado de curvas B-spline se puede
interpretar como un proceso de corte de esquina. Sin em-
bargo este método no conduce a un algoritmo eficiente
debido a la complejidad del calculo de los pesos.
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