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En este trabajo se describe el comportamiento de la evolución de la frontera de un tumor y se estructura un
método de resolución numeŕica del modelo matemático conformado por un sistema de EDP mixto parabólico y
eĺıptico utilizando las curvas de nivel y elementos finitos.
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This paper describes the behavior of the evolution of the boundary of a tumor and structured method for
numerical solution of the mathematical model comprises a system of EDP mixed elliptic and parabolic curves using
the finite element level.
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1. Introducción

La dinámica de crecimiento tumoral está regida por
un mecanismo que es el mismo para los diferentes
tipos de células. Dentro de dicho mecanismo podemos
destacar tres caracteŕısticas que desde el punto de vista
matemático son en cierto modo equivalentes:

1. Gran parte de la actividad celular de los tumores
se concentra en la banda externa de los mismos.

2. Se produce la “difusión superficial” en el borde del
tumor, es decir, que las nuevas células provenientes
de la división de una de las células del borde del
tumor se mueven por él hasta que encuentran una
posición cóncava en la que están rodeadas por un
número mayor de células que en la posición en que
se generaron.

3. El crecimiento de un tumor canceŕıgeno es cons-
tante en el tiempo, excepto en una primera fase en
que el crecimiento es exponencial.

Es importante notar que los tiempos de duplicación
celular son muy diferentes a los de duplicación tu-
moral. Los tiempos de duplicación celular son de 48 a
72 horas, mientras los de duplicación tumoral alcanzan
aproximadamente los cien d́ıas.

Lo que ocurre es que no crece todo el tumor sino prin-
cipalmente el borde. Esto explica que tumores pequeños,
presenten más mutaciones de lo esperado, además se ver-
ifica que las células del borde son mucho mś degeneradas
que las células del interior del tumor, por estar sometidas
a una dinámica de crecimiento mayor [6].

Según Sethian [5] por el efecto de la presión intracelu-
lar, la cantidad de nutrientes se concentran en una posi-
ción x y en un instante t descrito mediante un sistema de
EDP’s planteado por una ecuación de tipo eĺıptico con
término fuente no homogénea el cual tiene acoplado la
variable dependiente del problema parabólico.

Este problema conduce a un problema de frontera li-
bre asociado al sistema de EDP, en el presente traba-
jo se realizá la formulación de la función de crecimiento
cuya velocidad está gobernada por una ecuación parabóli-
ca no lineal la cual se resuelve numéricamente mediante
elementos finitos para determinar el ĺımite de la frontera
desconocida y dependiente del tiempo.

Para el desarrollo del trabajo se ha considerado seis
secciones que a continuación se detallan.

2. Formulación de la velocidad
de crecimiento normal

El objetivo de esta sección es determinar la evolución
de la frontera del tumor una vez conocida la función de
su velocidad de crecimiento normal.

Consideremos un conjunto abierto que representa la
región ocupada por un tumor canceŕıgeno sólido (ver
Figura 1), denotado por Ωt ⊂ R2 con frontera γt, la cual
evoluciona con el tiempo, y sea φ : R2×R → R la función
de crecimiento normal, según Byrne [4], entonces

γt =
{
x̄ ∈ R2|φ(x̄, t) = 0

}
(1)

dependiendo de la velocidad de crecimiento γt tiende a
la frontera de G.

Supongamos que limitamos el crecimiento a una re-
gión G ⊂ R2 como se puede ver en la Figura 1. Entonces
G puede considerarse como un dominio fijo extendido ha-
cia la frontera ∂G tal que Ωt ⊂ G.

Esto implica que la evolución de la frontera γt puede
ser descrita como el conjunto de curvas nivel respecto a
la función de crecimiento φ la cual vaŕıa en espacio y
tiempo.

En un tiempo inicial (t = 0), se tiene que el tumor
ocupa una región inicial Ω0 ⊂ R2 y cuya frontera es γ0.

Sea x̄0 ∈ γ0 y supongamos que este punto se des-
plaza junto con la frontera describiendo una curva de
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nivel C : x̄(t) = (x(t), y(t)), cuyo punto inicial es x̄0.

Figura 1. Esquema del dominio de un tumor.

Sea x̄ ∈ C y η(x̄) la normal unitaria a la frontera γt en
x̄ entonces la función de crecimiento de C está dado por
φ(x̄(t), t) = 0 y cuya “velocidad de crecimiento normal”
de esa curva se define como la función Vη : γt → R tal
que

Vη(x̄) = η · x̄′(t) (2)

Derivando φ respecto a cada uno de sus argumentos
según C.S. Hogea [2] obtenemos

φt(x̄(t), t) +∇φ(x̄(t), t) · x̄′(t) = 0 (3)

como η(x̄) = ∇φ(x̄)
‖∇φ(x̄)‖ , entonces reemplazando la ecuación

(2) en (3) resulta:

φt(x̄(t), t) + ‖∇φ(x̄(t), t)‖Vη(x̄) = 0, ∀t > 0 (4)

En la finalidad de determinar expĺıcitamente esta función
planteamos el siguiente problema de valor inicial

P1

{
φt(x̄, t) + ‖∇φ(x̄, t)‖Vη(x̄) = 0∀x̄ ∈ G, ∀t > 0

φ(x̄, 0) = f(x̄), y γ0 = ker f

(5)
Para resolver este problema procedemos del siguiente

modo: sea v ∈ H1(G) entonces multiplicando por una
función del espacio de funciones infinitamente diferencia-
bles y de soporte compacto contenido en G se tiene la
siguiente formulación variacional para ésta ecuación:∫

G

φtv +

∫
G

‖∇φ‖Vηv = 0 ∀v ∈ H1(G) (6)

Discretización espacial del problema P1

Sea T una triangulación de G.
Definimos Vh ⊂ H1(G) como

Vh =
{
vh ∈ C(Ḡ) : vh|Tk

∈ P1,∀Tk ∈ T , k = 1,m
}

(7)

Sea n la dimensión de Vh (espacio de dimensión finita)
y {ϕ1, . . . , ϕn} una base de Vh satisfaciendo

ϕi(pj) =

{
1 , i = j

0 , i 6= j

donde pj ∈ G y es un vértice de Tk ∈ T .
Aplicando el método de Galerkin definimos φh sobre

cada Tk (elemento finito del dominio discreto computa-
cional de G)

φh(t, x) =

n∑
i=1

φi(t)ϕi(x) (8)

como supuesta solución de P1.
Entonces el problema discreto en espacio asociado a

la ecuación (6) quedaŕıa expresado por:∫
Tk

∂tφhvh +

∫
Tk

‖∇φh‖Vηvh = 0 ∀v ∈ Vh (9)

Discretización temporal del problema P1

Asumiendo que t es la variable temporal en unidades
de tiempo usuales. Sea {0 = t0, t1, . . . , td = tmax} una
partición de [0, tmax] y ∆tm = tm − tm−1. De las ecua-
ciones (8) y (9) e integrando φh respecto a t resulta:

∂tφh(tm+1, x) ≈
n∑
i=1

φi(tm+1)− φi(tm)

∆tm+1
ϕi(x)

∀m ∈ {0, . . . , d− 1}
(10)

Por el método de Galerkin se elige vh = ϕj en la ecuación
(9), entonces se tiene:

n∑
i=1

φi(tm+1)− φi(tm)

∆tm+1

∫
Tk

ϕi(x)ϕj(x) dx+∫
Tk

‖∇φi(tm, x)‖Vη(x)ϕj(x) dx = 0 ∀j ∈ 1, n

(11)

Notemos que ‖∇φi(tm, x)‖ es constante en cada Tk ∈ T
asi que podemos definir una matriz A tal que cada coe-
ficiente de A, Aij =

∫
Tk
ϕi(x)ϕj(x)dx y un vector Lm =

(l1, . . . , ln) tal que lj =
∫
Tk
‖∇φi(tm, x)‖Vη(x)ϕj(x)dx

conocido en cada instante tm, de modo que podamos es-
cribir (11) para ∀m > 0 como

n∑
i=1

φi(tm+1)Aij =

n∑
i=1

φi(tm)Aij −∆tm+1lj ∀i, j ∈ 1, n

o en la forma de una ecuación matricial

Vm+1 = Vm−∆tm+1A
−1Lm ∀m ∈ {0, . . . , d−1} (12)

donde Vm = (φ1(tm), . . . , φn(tm)) representa la función
vectorial de la velocidad de crecimiento.

3. Evolución de la concentración
de nutrientes

Según Zhang [1] para la evaluación de concentración
de nutrientes en el tumor consideran la función variable σ
definida sobre el dominio Ωt = Ω×(0, T ) tal que satisface
el siguiente problema:

∂tσ + ασ −∆σ = 0 en Ωt (13)

σ = σγ sobre γt (14)

σ|t=0 = σ0 en Ωt (15)
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donde σ = σ(x, t) donde (x, t) ∈ Ωt ⊂ R2 × R+.
Entonces considerando que Ωt es el dominio movible,

proponemos lo siguiente:
Cuando t → tmax, γt → ∂G se puede generar un do-

minio ficticio entre Ωt y la frontera del tumor γt, al que
fijaremos como G cuando γt → ∂G.

Luego se puede formular el siguiente problema de con-
torno

∂tσ + ασ −∆σ = 0 en G, t ∈ (0, tmax) (16)

σ = 0 sobre ∂G (17)

σ|t=0 = σ0 en G (18)

donde inicialmente σ0 es la cantidad de nutrientes y va a
depender del espacio y de la función de crecimiento.

Tomando v ∈ H1
0 (G) y multiplicando a toda la

ecuación (16) se obtiene:

0 =

∫
G

v∂tσ +

∫
G

αvσ −
∫
G

v∆σ

=

∫
G

v∂tσ +

∫
G

αvσ +

∫
G

∇v · ∇σ

lo que conduce a la formulación del problema variacional
P2,

P2


Encontrar σ : para t > 0, σ ∈ H1

0 (G)∫
G

v∂tσ +

∫
G

αvσ +

∫
G

∇v · ∇σ = 0 ∀v ∈ H1
0 (G)

(19)
Utilizando el mismo mallado de triángulos Tk

realizado para el problema anterior, P1. Definimos

V 0
h =

{
vh ∈ C(Ḡ) : vh|T ∈ P1,∀T ∈ T , vh|∂G = 0

}
Sea n0 la dimensión de V 0

h (espacio de dimensión fini-
ta) y {ψ1, . . . , ψn0

} una base de V 0
h satisfaciendo

ψi(pj) =

{
1 , i = j

0 , i 6= j

donde pj ∈ G es un vértice de Tk ∈ T .
De igual manera definimos σh como

σh(t, x) =

n0∑
i=1

σi(t)ψi(x)

El problema variacional discreto en espacio asociado a la
ecuación (19) será el siguiente

Encontrar σh : para t > 0, σh ∈ V 0
h∫

G

vh∂tσh +

∫
G

αvhσh +

∫
G

∇vh · ∇σh = 0 ∀v ∈ V 0
h

(20)
Sea {0 = t0, t1, . . . , td = tmax} una partición de

[0, tmax] y ∆tm = tm−tm−1. Aproximamos ∂tσ por medio
de:

∂tσh(x, tm) ≈
n0∑
i=1

σi(tm+1)− σi(tm)

∆tm+1
ψi(x)

lo cual conduce al siguiente sistema de ecuaciones

n0∑
i=1

σi(tm+1)

∫
Tk

ψjψi =

n0∑
i=1

σi(tm)

(∫
Tk

ψjψi

−∆tm+1

(∫
Tk

αψjψi +

∫
Tk

∇ψj · ∇ψi
))
∀i, j ∈ 1, n0

Definimos una matriz B tal que Bij =
∫
Tk
∇ψj · ∇ψi, lo

cual nos permite definir el problema discreto en tiempo
y espacio como una ecuación matricial

Encontrar σm+1 ∈ Rn0 :

Aσm+1 = ((1−∆tm+1α)A−∆tm+1B)σm

σ0 ∈ Rn0 donde σ0 es conocido

∀m ∈ {0, . . . , d− 1}
(21)

4. Presión intracelular

Según Zhang [1] la presión intracelular u al interior
del tumor está regida por el siguiente problema de con-
torno:

−∆u = µ(σ − σ̃) en Ωt, t ∈ (0, T ) (22)

u = aκ sobre γt (23)

Asumiendo para un t→ tmax que Ωt ⊂ R2 es un conjun-
to acotado con frontera γt y que f ∈ L2(Ωt) buscamos
una función u : Ωt → R tal que satisface el siguiente
problema

P3

{
−∆u = f en Ωt

u = 0 en γt
(24)

donde f = µ(σ − σ̃)
La formulación variacional de este problema estaŕıa

dada por

Encontrar u ∈ H1
0 (Ωt) :∫

Ωt

∇u · ∇v =

∫
Ωt

fv ∀v ∈ H1
0 (Ωt)

(25)

Sea G ⊂ R2 tal que Ωt ⊂ G. Denotaremos por Ω∗ como
el dominio ficticio G \Ωt. Nuestro interés es encontrar la
solución aproximada en la frontera de Ωt para ello hace-
mos lo siguiente:

Definimos f̄ = f |G tal que f̄ = 0 en Ω∗ y planteamos
el problema de penalización Pε3, para un ε > 0

Pε3


Encontrar uε ∈ H1

0 (G) :∫
Ωt

∇uε · ∇v + ε−1

∫
Ω∗
∇uε · ∇v =

∫
G

f̄v ∀v ∈ H1
0 (G)

para garantizar la convergencia de la solución aproxima-
da de Pε3 a la solución de P3 se considera el siguiente
resultado.

Teorema 1. Si Ω∗ y G son dominios Lipschitz y Ω∗ no
tiene componentes aisladas y simplemente conexas, en-
tonces cuando ε→ 0, uε converge a un ĺımite u0 ∈ H1

0 (G)
tal que satisface:

u0|Ω∗ = 0, u0|Ωt = u
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donde u es la solución de la ecuación (25).
Además existen constantes positivas C1 y C2 que

pueden depender de Ωt, Ω∗ y f , pero independientes de
ε, tales que

C1ε 6 ‖uε−u0‖H1(Ωt)+‖u
ε‖H1(Ω∗) 6 ‖uε−u0‖H1(G) 6 C2ε

Sean H, U , V y W espacios de Hilbert, A : H → U y
B : H → V operadores lineales acotados y C : H → W
un operador lineal con rango cerrado.

Entonces se define una aplicación B×C : H → V ×W
tal que

(B × C)v = (Bv,Cv) , v ∈ H
que satisface también la propiedad de rango cerrado.

Basados en estas aplicaciones se puede definir la for-
ma bilineal:

(u, v)H := (Au,Av)U + (Bu,Bv)V + (Cu,Cv)W

el cual satisface las condiciones de un producto interno
en H.

Entonces H es un espacio de producto interno dotado
del producto (·, ·)H.

Podemos plantear el siguiente problema P4

P4


Para ε > 0 existe uε ∈ H tal que

ε (Auε, Av)U + (Buε, Bv)V
+ε−1 (Cuε, Cv)W = 〈f, v〉 ,∀v ∈ H

donde f ∈ H∗ es una funcional tal que

f |kerB∩kerC = 0

donde H∗ el espacio dual de H.
Se plantea el siguiente problema P4 nos auxiliamos del

problema variacional que se obtendrá de Pmax

Paux


Encontrar p̃ ∈ H1(Ωt) tal que

−∆p̃ = 0 en Ωt

p̃|γ(t) = aκ

que nos asegura la existencia de la función auxiliar p̃ tal
que u = p− p̃, donde u es solución del problema y repre-
senta la velocidad de multiplicación celular en la frontera
del tumor, p es la presión intracelular y p̃ es una presión
promedio:

−∆u = f en Ωt u = 0 en γ(t)

con f = µ(σ − σ̃) + ∆p̃.
Siguiendo el método del dominio ficticio para ε > 0

planteamos el problema
Encontrar uε ∈ H1

0 (G) :∫
Ωt

∇uε · ∇v + ε−1

∫
Ω∗
∇uε · ∇v =

∫
Ω

f̄v ∀v ∈ H1
0 (G)

o en forma equivalente al problema variacional

P5



Encontrar uε ∈ H1
0 (G) :∫

Ωt

∇uε · ∇v + ε−1

∫
Ω∗
∇uε · ∇v =

∫
Ωt

µ(σ − σ̃)v

−
∫

Ωt

∇p̃ · ∇v +

∫
γt

v∂ηp̃ ∀v ∈ H1
0 (G)

Definimos uεh como

uεh(x) =

m∑
i=1

uεiψi(x)

la matriz Bε tal que

Bεij =

∫
Ωt

∇ψi · ∇ψj + ε−1

∫
Ω∗
∇ψi · ∇ψj

y el vector F tal que

Fj =

∫
Ωt

µ(σ − σ̃)ψj −
∫

Ωt

∇p̃ · ∇ψj +

∫
γt

ψj∂ηp̃

Lo que nos conduce a expresar el problema P5 como
el sistema de ecuaciones lineales

Bεuε = F, donde uε ∈ Rm (26)

Figura 2. Frontera inicial del tumor.

Figura 3. Presión intracelular en tk = 0, 1, 2, 3.
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Figura 4. Concentración de nutrientes σk en tk =
0, 1, 2, 3.

5. Resultados numéricos

Consideremos para la discretización temporal
{0 = t0 < t1 < . . . < tN = T} es una partición regular
del intervalo [0, T ],

∆tk = tk − tk−1 = ∆t ∀k ∈ 1, N con T = N∆t

Datos de entrada: Concentración de nutrientes en el
instante t = 0 (σ0 ∈ Rm).

1. Calculando σk+1 para k = 0, . . . , N − 1 :

Aσk+1 = ((1−∆tk+1α)A−∆tk+1B)σk

(Ver Figura 4).

2. De la ecuación (26) se obtiene uε ∈ Rm :

Bεuε = F

Luego hacer: ph = uε + p̃.

3. Se obtiene φk+1 para k = 0, . . . ,m

φk+1 = φk −∆tk+1A
−1Lk

(Ver Figura 5).

Para discretización espacial se considera el siguiente
dominio inicial computacional G, (Ver Figura 2).

G = ]−5, 5[× ]−5, 5[

σ0 = e−(x2+y2)

σ̃ = 0

µ = a = 1, κ = 2

Frontera inicial del tumor:

Ω0 =
{

(x, y)|x2 + y2 < 1/4
}

Figura 5. Frontera del tumor en tk = 0, 1, 2, 3.

6. Conclusiones

Se ha encontrado un algoritmo que permite deter-
minar la evolución de la frontera de crecimiento celular
además de la presión y la concentración de nutrientes.

El uso del Método de Elementos Finitos permite ex-
tender el algoritmo descrito a dominios en R3.
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