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En este trabajo se describe el comportamiento de la evolucién de la frontera de un tumor y se estructura un
método de resoluciéon numerica del modelo matemético conformado por un sistema de EDP mixto parabdlico y

eliptico utilizando las curvas de nivel y elementos finitos.
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This paper describes the behavior of the evolution of the boundary of a tumor and structured method for
numerical solution of the mathematical model comprises a system of EDP mixed elliptic and parabolic curves using

the finite element level.
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1. Introduccion

La dindmica de crecimiento tumoral estd regida por
un mecanismo que es el mismo para los diferentes
tipos de células. Dentro de dicho mecanismo podemos
destacar tres caracteristicas que desde el punto de vista
matematico son en cierto modo equivalentes:

1. Gran parte de la actividad celular de los tumores
se concentra en la banda externa de los mismos.

2. Se produce la “difusién superficial” en el borde del
tumor, es decir, que las nuevas células provenientes
de la divisiéon de una de las células del borde del
tumor se mueven por él hasta que encuentran una
posicién céncava en la que estan rodeadas por un
ntimero mayor de células que en la posiciéon en que
se generaron.

3. El crecimiento de un tumor cancerigeno es cons-
tante en el tiempo, excepto en una primera fase en
que el crecimiento es exponencial.

Es importante notar que los tiempos de duplicaciéon
celular son muy diferentes a los de duplicacion tu-
moral. Los tiempos de duplicacién celular son de 48 a
72 horas, mientras los de duplicacién tumoral alcanzan
aproximadamente los cien dias.

Lo que ocurre es que no crece todo el tumor sino prin-
cipalmente el borde. Esto explica que tumores pequenos,
presenten mas mutaciones de lo esperado, ademas se ver-
ifica que las células del borde son mucho ms degeneradas
que las células del interior del tumor, por estar sometidas
a una dindmica de crecimiento mayor [6].

Segun Sethian [5] por el efecto de la presién intracelu-
lar, la cantidad de nutrientes se concentran en una posi-
cién x y en un instante t descrito mediante un sistema de
EDP’s planteado por una ecuacion de tipo eliptico con
término fuente no homogénea el cual tiene acoplado la
variable dependiente del problema parabdlico.

Este problema conduce a un problema de frontera li-
bre asociado al sistema de EDP, en el presente traba-
jo se realiza la formulacién de la funcién de crecimiento
cuya velocidad estd gobernada por una ecuacién parabdli-
ca no lineal la cual se resuelve numéricamente mediante
elementos finitos para determinar el limite de la frontera
desconocida y dependiente del tiempo.

Para el desarrollo del trabajo se ha considerado seis
secciones que a continuacién se detallan.

2. Formulacion de la velocidad
de crecimiento normal

El objetivo de esta seccién es determinar la evolucién
de la frontera del tumor una vez conocida la funcién de
su velocidad de crecimiento normal.

Consideremos un conjunto abierto que representa la
regiéon ocupada por un tumor cancerigeno sélido (ver
Figura 1), denotado por ©; C R? con frontera -, la cual
evoluciona con el tiempo, y sea ¢ : R2 xR — R la funcién
de crecimiento normal, segin Byrne [4], entonces

v = {7 € R?|$(z,t) = 0} (1)

dependiendo de la velocidad de crecimiento 7; tiende a
la frontera de G.

Supongamos que limitamos el crecimiento a una re-
gién G C R? como se puede ver en la Figura 1. Entonces
G puede considerarse como un dominio fijo extendido ha-
cia la frontera 0G tal que Q; C G.

Esto implica que la evolucién de la frontera 7, puede
ser descrita como el conjunto de curvas nivel respecto a
la funcién de crecimiento ¢ la cual varia en espacio y
tiempo.

En un tiempo inicial (¢ = 0), se tiene que el tumor
ocupa una regién inicial Qo C R? y cuya frontera es 7.

Sea Ty € 79 y supongamos que este punto se des-
plaza junto con la frontera describiendo una curva de
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nivel C : Z(t) = (z(t),y(t)), cuyo punto inicial es Zg.

Figura 1. Esquema del dominio de un tumor.

Sea T € C y n(z) la normal unitaria a la frontera v en
T entonces la funcién de crecimiento de C estd dado por
o(Z(t),t) = 0 y cuya “velocidad de crecimiento normal”
de esa curva se define como la funcién V;, : 7» — R tal
que

Vo(2) =n-2'(t) (2)

Derivando ¢ respecto a cada uno de sus argumentos
segin C.S. Hogea [2] obtenemos

e(Z(1),t) + Vo (z(t),t) - 7' (1) =0 (3)
como 1(7) = [T
(2) en (3) resulta:

¢u(Z(t), 1) + [[Vo((t), )| Vi (Z) = O,

En la finalidad de determinar explicitamente esta funcién
planteamos el siguiente problema de valor inicial

entonces reemplazando la ecuacién

vt >0 (4)

o1(Z, 1) + |Vo(z,t)||V,(Z) =0VZ € G, ¥t >0
Qb(jao) = f(‘f)v y Yo = ker f

(5)

Para resolver este problema procedemos del siguiente

modo: sea v € H'(G) entonces multiplicando por una

funcién del espacio de funciones infinitamente diferencia-

bles y de soporte compacto contenido en G se tiene la

siguiente formulacién variacional para ésta ecuacion:

/d)tv—F/ Vo[V, =0 Voe H'(G)  (6)
G G

Discretizacion espacial del problema P,

Sea 7 una triangulacién de G.
Definimos V;, € H(G) como
Vh—{thC ):Uh‘T EPl,VTkETk‘—lm}

Sea n la dimensién de V}, (espacio de dimensién finita)
v {®1,...,9n} una base de V}, satisfaciendo

o J1 =i
PRI 0 it

donde p; € G y es un vértice de T}, € T.

Aplicando el método de Galerkin definimos ¢, sobre
cada T} (elemento finito del dominio discreto computa-
cional de G)

Sn(t,x) =D di(t)pi(x) (®)
como supuesta solucién de P;.

Entonces el problema discreto en espacio asociado a
la ecuacién (6) quedaria expresado por:

Orpnvn +/ IVén||Vyur, =0 YoeV,  (9)
T]c Tk

Discretizacion temporal del problema P;

Asumiendo que t es la variable temporal en unidades
de tiempo usuales. Sea {0 =tg,t1,...,tqd = timas} Una
particién de [0, tmaz] v Aty = ty — tim—1. De las ecua-
ciones (8) y (9) e integrando ¢y, respecto a t resulta:

K3 m tm
8t¢h m41, T Z(b Ztm+1 ( )@i(l‘) (10)
- Vm €{0,...,d—1}

Por el método de Galerkin se elige v, = ¢; en la ecuacién
(9), entonces se tiene:

Zfﬁz mt1) — @it

Athrl

/T IV 65t 2) [V ()05 () dz =0 Wi € T,
k (11)

Notemos que ||V;(tm,x)| es constante en cada Tj, € T
asi que podemos definir una matriz A tal que cada coe-
ficiente de A, A;; = fT @i(x)p;(x)dr y un vector L,, =
(- 0n) tal que I = [ [IVi(tm, 2) ||V (2)p;(x)dx
conocido en cada instante t,,, de modo que podamos es-
cribir (11) para VYm > 0 como

m) /T oi(x)p; (x) ot

ZQI)Z m+1 Zj qu)l - Athrllj v@j € 17771
o en la forma de una ecuacién matricial
Vi1 =V —Aty 1A L, Ym e {0,...,d—1} (12)

donde V,,, = (¢1(tm), .-, dn(tm)) representa la funcién
vectorial de la velocidad de crecimiento.

3. Evolucion de la concentracion
de nutrientes

Segiin Zhang [1] para la evaluacién de concentracién
de nutrientes en el tumor consideran la funcién variable o
definida sobre el dominio ; = Q x (0, T) tal que satisface
el siguiente problema:

Oo+ac—Ac =0 en (13)
o =0, sobrey (14)
oli=0 = 00 en (15)
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donde 0 = o(x,t) donde (x,t) € Q, C RZx R™.

Entonces considerando que €2; es el dominio movible,
proponemos lo siguiente:

Cuando t = tymaz, 7t — OG se puede generar un do-
minio ficticio entre €; y la frontera del tumor =, al que
fijaremos como G cuando y; — 0G.

Luego se puede formular el siguiente problema de con-
torno

atO' + o — Ao’ =0 en G, te (O,tmaw) (16)
c=0 sobre G (17)
0li—o = 00 en G (18)

donde inicialmente g es la cantidad de nutrientes y va a
depender del espacio y de la funcién de crecimiento.

Tomando v € HE(G) y multiplicando a toda la
ecuacién (16) se obtiene:

O:/vatcr—i-/cwa—/vAo

G G G

:/’Uat(7+/04110+/v1}'v0'
G G G

lo que conduce a la formulacién del problema variacional
P2a

Encontrar o : parat > 0,0 € Hj(G)

/ vata—i—/ owa—i—/ Vv-Vo=0 Yve H}G)
G G G

(19)
Utilizando el mismo mallado de tridngulos T
realizado para el problema anterior, P;. Definimos

P

V,? = {vh € CO(G): vplp € PLYT € T, vplya = O}

Sea ng la dimensién de V;? (espacio de dimensién fini-

ta) y {¢1,...,%n,} una base de V;! satisfaciendo
1 ,i=7j
{12

donde p; € G es un vértice de Ty, € T.
De igual manera definimos o, como

op(t,x) = Z o () (x)

El problema variacional discreto en espacio asociado a la
ecuacion (19) serd el siguiente

Encontrar oy, : parat > 0,05 € V;?

/ v 0o, +/ QU o, —|—/ Vo -Vopb,=0 Yove V;?
G G G

(20)

Sea {0 =to,t1,...,td = tmax} una particién de

[0, timaz] ¥ Aty = tyn—tm—1. Aproximamos d,o por medio
de:

no

ato—h(xytm) ~ Z

i=1

lo cual conduce al siguiente sistema de ecuaciones

> onttm) / =D nten) ( [

—Atmg </T )iy +/T Vi - V%)) Vi,j € 1,ng

Definimos una matriz B tal que B;; = ka Vi, - Vs, lo
cual nos permite definir el problema discreto en tiempo
y espacio como una ecuaciéon matricial

Encontrar o,,+1 € R™ :
A0m+1 = ((1 — Atha)A — Atm+1B) Om
oo € R™ donde oy es conocido

vm € {0,...,d — 1}
(21)

4. Presion intracelular

Segiin Zhang [1] la presién intracelular u al interior
del tumor estd regida por el siguiente problema de con-
torno:

—Au=p(c—§&) en U, t e (0,T) (22)
u = ak sobre y; (23)

Asumiendo para un t — ¢4, que 2, C R? es un conjun-
to acotado con frontera v; y que f € L?(£;) buscamos
una funcién u : ; — R tal que satisface el siguiente

problema
P, { —Au = fenQy

u =0eny (24)

donde f = p(o —4)
La formulacién variacional de este problema estaria
dada por

Encontrar u € Hg () :

25
/ Vu-Vov = fv Vv e Hg(Q) (25)
Qs Q

Sea G C R? tal que ©; C G. Denotaremos por £2* como
el dominio ficticio G \ ;. Nuestro interés es encontrar la
solucién aproximada en la frontera de €2; para ello hace-
mos lo siguiente:

Definimos f = f|¢ tal que f = 0 en Q* y planteamos
el problema de penalizacién Pg, para un € > 0

Encontrar u¢ € Hy (G) :

'PE
3 Vut - Vo+e !
Q o

Vu® - Vo = / fov € HY(G)
G

para garantizar la convergencia de la solucién aproxima-
da de P35 a la solucién de P3 se considera el siguiente
resultado.

Teorema 1. Si Q* y G son dominios Lipschitz y * no
tiene componentes aisladas y simplemente conexas, en-
tonces cuando € — 0, u¢ converge a un limite v’ € HE(GQ)
tal que satisface:

0

u o, =u

o =0,
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donde u es la solucidn de la ecuacidn (25).

Ademds existen constantes positivas C; y Co que
pueden depender de Q;, Q* y f, pero independientes de
€, tales que

Clé < ||’LLE—’LLO||H1(Qt)—|—||u€||H1(Q*) < HUe—UOHHl(G) < 026

Sean H, U, V y W espacios de Hilbert, A: H - Uy
B : H — V operadores lineales acotados y C': H — W
un operador lineal con rango cerrado.
Entonces se define una aplicacion BxC : H — VxW
tal que
(BxC)yv=(Bv,Cv), veH

que satisface también la propiedad de rango cerrado.

Basados en estas aplicaciones se puede definir la for-
ma bilineal:

(u,v)4, := (Au, Av); + (Bu, Bv)y, + (Cu, Cv)y,

el cual satisface las condiciones de un producto interno
en H.

Entonces H es un espacio de producto interno dotado
del producto (-, ),

Podemos plantear el siguiente problema Py

Para ¢ > 0 existe u¢ € H tal que
Py q € (Auc, Av),, + (Bu®, Bv),,
+eH(Cus, Cu)yy = (f,v) Yo € H

donde f € H* es una funcional tal que

f|ker Bnker C — 0

donde H* el espacio dual de H.
Se plantea el siguiente problema P4 nos auxiliamos del
problema variacional que se obtendra de Ppqz

Encontrar § € H' () tal que
—Ap=0en

Plyy = ak

Paua:

que nos asegura la existencia de la funcién auxiliar p tal
que u = p — p, donde u es solucién del problema y repre-
senta la velocidad de multiplicacién celular en la frontera
del tumor, p es la presién intracelular y p es una presién
promedio:

—Au = fen

con f = pu(oc — )+ Ap.
Siguiendo el método del dominio ficticio para ¢ > 0
planteamos el problema

u=0en y(t)

Encontrar u® € H}(G) :

/ Vu - Vo +et Vue'Vv:/fv Vv € HY(G)
Q Q

Q*
o en forma equivalente al problema variacional

Encontrar u® € Hj(G) :

Vus - Vo + et Vu® - Vo = / (o —a)v
Ps < Ja, Q- 2

- Vﬁ-Ver/ vO,p Vv € HY(G)

Q Ve

Definimos uj, como
m
uj,(2) = Y uiei(e)
i=1
la matriz B¢ tal que
By = [ e i et [ Vv,
Q o~
y el vector F' tal que

sz/ﬂtu(o—f})wj— QtVﬁ-V%‘Jr/

5

"/)j 87715

Lo que nos conduce a expresar el problema P5; como
el sistema de ecuaciones lineales

B°u® = F, donde u® € R™

(26)

Figura 2. Frontera inicial del tumor.
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Figura 3. Presion intracelular en t, = 0,1,2, 3.
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Figura 4. Concentracion de nutrientes o en t, =

0,1,2,3.

5. Resultados numéricos

Consideremos para la discretizacién temporal
{0=ty<t; <...<ty =T} es una particién regular
del intervalo [0, 7],

Aty =t —tp_1 = At Vkel,N con T =NAt

Datos de entrada: Concentracién de nutrientes en el
instante ¢t = 0 (o9 € R™).

1. Calculando o417 para k=0,...,N —1:
Aopr1 = (1 — Atgri10)A — Atgy1B) 0%,
(Ver Figura 4).
2. De la ecuacién (26) se obtiene u® € R™ :

Bu*=F

Luego hacer: pp, = u® + p.
3. Se obtiene ¢y1 parak =0,...,m
bri1 = b — At A Ly,
(Ver Figura 5).

Para discretizacién espacial se considera el siguiente
dominio inicial computacional G, (Ver Figura 2).

= G =]-5,5[x]-5,5]

" 0y = e~ @ HY)

= =0

m p=a=1 k=2

= Frontera inicial del tumor:

Qo = {(z,y)|2° +y* < 1/4}

Figura 5. Frontera del tumor en t, =0,1,2,3.

6. Conclusiones

Se ha encontrado un algoritmo que permite deter-
minar la evoluciéon de la frontera de crecimiento celular
ademas de la presién y la concentracion de nutrientes.

El uso del Método de Elementos Finitos permite ex-
tender el algoritmo descrito a dominios en R3.
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