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Este trabajo presenta una propuesta para preparar estados de Fock bimodales, esto es, un estado asociado a
un nudmero fijo de fotones en una cavidad QED de alta calidad y un ntmero fijo de fonones para el estado de
movimiento de un ién atrapado, en un sistema fisico descrito en [1]. Esto es posible en el régimen de dindmica
efectiva del sistema con solo una medicién oportuna del nivel de energa atémico del ién. Por otro lado, se muestra
que el Hamiltoniano efectivo obtenido en [1] es equivalente al obtenido por un proceso de eliminacién adiabética

de uno de los estados atémicos del i6n.

Palabras Claves: Hamiltoniano efectivo, iones atrapados, cavidad QED, eliminacién adiabatica.

We propose a mechanism to prepare bimodal Fock states, i.e., states with a fixed number of photons in a high-
quality QED cavity and a fixed number of phonons for the state of motion of a trapped ion, in a system described
in [1]. We show that this is possible, in the effective-dynamics regime of the system, through a timely measurement
of the atomic energy level of the ion. Also, we show that the effective Hamiltonian of [1] is equivalent to the one
obtained by adiabatic elimination of one of the atomic states of the ion.

Keywords: Effective Hamiltonian, trapped ions, QED cavity, adiabatic elimination.

1. Introduccion

Desde el primer trabajo experimental del micromaser
[2], las técnicas experimentales con respecto a una cavi-
dad QED han sido sustancialmente desarrolladas in-
clusive en el dominio éptico [3]. En este sentido, la
preparacion y control de estados cudnticos del sistema
atomo-cavidad resulta cada vez més eficiente; asi mismo,
dicho desarrollo permite verificar y observar una variedad
de fenémenos cudnticos atribuidos al “entanglement” en-
tre el 4tomo y los fotones de la cavidad (en el limite de
acoplamiento fuerte) [4], [5].

Por otro lado, la investigaciéon en técnicas de con-
finamiento de iones permiten diversas posibilidades en
cuanto a la preparacion, estudio y control de estados de
movimiento no clésicos de los iones atrapados [6], [7];
esto es, brindan (por ejemplo) la posibilidad de almace-
namiento y manipulacién de informacién cuantica con el
objetivo de desarrollar la computacién cudntica [8].

En dicho contexto, el presente trabajo estudia la posi-
bilidad de que el sistema constituido por un ién atrapado
que interactiia con un laser en el interior de una cavidad
QED [1], pueda presentar en cierto rgime- una dindmica
“selectiva” con la capacidad de generar estados de Fock
bimodales por aplicacién de un pulso 7 de Rabi; esto es, el
sistema elegido brinda la posibilidad de preparar un esta-
do constituido por un niimero fijo de fotones en la cavidad
QED, y un niimero fijo de fonones asociado al movimien-
to del i6n (un estado no cldsico del movimiento), ello
mediante una medicién oportuna del estado atémico del
i6n.

Previo a la presentacién de la interaccién selectiva del
sistema propuesto, se obtiene el Hamiltoniano efectivo del
sistema fasico por medio de un proceso de eliminacién
adiabatica siguiendo criterios utilizados en sistemas no
lineales [9]. Dicho régimen de adiabaticidad fue puesto

en evidencia, en un trabajo previo [1], durante el proce-
so de obtencién del Hamiltoniano efectivo por el método
estndar de la serie de Dyson.

2. Hamiltoniano del sistema

El sistema fisico (SF) consiste en un i6n atrapado in-
teractuando con dos campos electromagnéticos externos.
El primero de ellos corresponde al campo asociado a un
laser (caso clsico); mientras que el segundo es un modo
del campo electromagnético (caso cudntico) en una cavi-
dad QED de alta calidad.

Figura 1. FEsquema energtico de la interaccin de los
niveles atmicos del in con los campos EM [Q es el
acoplamiento con el lser, y g con la cavidad QED].

De acuerdo a lo anterior y en la aproximacion de onda
rotante para el acoplamiento tomo-cavidad, el Hamilto-
niano del SF esta dado por:

H - Ho +H1 (1)
H, = hwata-+wbTb+ hwglg){g| + hwele)(e| + hiwe|c)(c|
Hy = hgcos(kox + ¢)act +ator]

+hQ€_i(kll_wlt)02_ + hﬂ*ei(klz—wlt)o_;—

donde w es la frecuencia de la cavidad, v es la frecuen-
cia vibracional del in, g es la constante de acoplamien-
to entre el tomo y la cavidad, y ) es la constante de
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acoplamiento entre el tomo y el laser, este ultimo carac-
terizado por su frecuencia, w;, y nimero de onda, k;.
Los operadores de creacién de fotones y fonones son de-
notados por a* y b, respectivamente. Se asume que el
i6n oscila en sélo una direccién (definiendo asi el eje X de
oscilacién), y las frecuencias asociadas a los campos elec-
tromagnéticos son tales que sélo 3 niveles |g), |e),y |c),
de la estructura interna del tomo, participan principal-
mente en la dindmica del SF. Los operadores asociados
a las transiciones entre dichos niveles son denotados por
o1 =|g){c| y o5 = le){c|, asi como sus correspondientes
operadores adjuntos o; = |c)(g| v 05 = |c){e|. La posi-
cién del tomo respecto al campo cuantizado en la cavidad
se especifica a través de la fase ¢. En la representacién
de interaccion, la ecuacion de Schrodinger esta dada por:

ihd ()1 = V() [Y(t))r (2)
donde
() = US@)]y(t)
V(t) = (Hi)r=US(t)HUs(t) (3)
Uo(t) _ e—iHot/h

3. Hamiltoniano efectivo por
eliminacién adiabatica

Con el objetivo de obtener un Hamiltoniano efecti-
vo por eliminacién adiabdtica del estado interno |¢) del
i6n, primero se pasar a una representacién de interaccién
parcial al considerar:

H = H,+H:
Ho = H,— hwile)(e| — hwalg)(g] — hb*b  (4)
H1 = Hp+ hwile)e| + hwslg)(g| + hvbth
Teniendo en cuenta que un operador se transforma
en forma andloga a H; en (3), el operador V(t) =
eMot/T( e~ Hot/N osta dado por:
V. = —hAle){e] — (A +6)g)(g]
+hg cos(kox + ¢)[ac] +at o]
+hQe” MTer 4 hQ e o + hvbTh  (5)
donde se eligieron w; = —A y wy = —(A 4 §), de tal

forma que el operador V no depende explicitamente del
tiempo. Adems:

A = w,—we — wy (6)
d = we—wg+w —w (7)

NE
T =x,(b" +b) (8)

En forma compacta, el Hamiltoniano (5) se puede ex-
presar como:

V. = —hAle){e] — h(A +)lg) (gl
+h{T1|e)(g| + Talc)(e| +h.c. } + AvbTb (9)

donde I'; y I's son funciones evaluadas en los operadores
bosénicos:

I'i = gcos(kox + ¢)a = g D(6)€i¢ +D(,8)+€_i¢] "

Iy = Q€™ =0"D(a)

A .
donde D(u) = e*?" "% es el operador de desplazamien-
to bosénico, y ademads se definieron los argumentos:

B=in, y a=in (10)

con los parmetros de Lamb-Dicke definidos como:
n= klxo Y No = koxo~

Por otro lado, a partir de la ecuacién de Liouville:

o= 1V.p] (1)
se obtienen las ecuaciones asociadas al Hamiltoniano (9)
para los “elementos de matriz”, p;; = (i|ply) (¢,j =
g,€,C):
10t pee Tipge — pegTt + T2pec — peel's + v[bTh, pec]
i0ipgg = —pgelt + Fipcg + V[b+bv Pyg]
i0ipec = —pecl'a + T3 pee + V[T, pec]
i0pce = Apee +T1pge +Tapee — pecl'a + 0T, pee]
Oipeg = (A+08)peg + Tapeg + T1pgg — pecl's + v[b70, peg]
iOipeg = Opeg — pecl't + T3 peg + v[b7h, peg]

Ahora se procede a realizar la eliminacién adiabti-
ca del nivel |c), teniendo en cuenta criterios similares
al caso de sistemas dinmicos no lineales [9]. Para ello se
establecen las condiciones:

1. El “detuning”del nivel |c¢) debe ser de mayor orden
que la frecuencia de vibracién del i6n; esto es, se
exige A >> N,v (con N, elegido en la estadistica
fondnica inicial, tal que para N > N, la poblacién
fondnica es insignificante)

2. Las constantes de acoplamiento del ién con la cavi-
dad, g, y del ién con el ldser, ||, deben ser del
mismo orden.

3. Las constantes de acoplamiento, g y €|, deben ser
de menor orden que el “detuning”; esto es, se debe
cumplir g|Q| << A2,

con las cuales los elementos pce ¥ pcg Permanecen en
estado estacionario en una escala de tiempo del orden de

-1
{%} ; esto es, Oipce = O¢peg = 0. Luego, en dicha

aproximacion, las ecuaciones previas se expresan como:
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i0ipec = {Fir,pcc] + {Fi;,pcc} +v[btb, pec] (12)
I ) P L R e (13
iOtpec = Peg (FTAFQ) <F Fl) { N 7pee:| +v[b7b, pee] (14)
iOtpeg = Peg {Fizl +A+ 6} { } Peg + Pec F+F1 - Flrlpqg +v[b7b, peg) (15)

Como se puede verificar, las ultimas cuatro ecuaciones
describen la dindmica del SF (ecuacién de Liouville) aso-
ciada al siguiente Hamiltoniano efectivo:

2 +
v = -na+ G g - a5 BT o
+
- _Ffz] el = | P et
+h _rlrf + %} le)(e| + hvbTb (16)

donde se reemplazé T3 e = Q2.

Se puede observar, tanto de las ecuaciones (12 — 15)
como del Hamiltoniano (16), que el nivel ¢ de la estruc-
tura interna del tomo queda desacoplado de los otros
niveles, g y e. Luego, el SF se comporta efectivamente
como un tomo de dos niveles interactuando con dos mo-
dos bosénicos (a y b).

Ahora, al completar el paso a la representacion de in-
teraccién con los términos restntes de (4), —hA|e)(e| —
A+ 6)|g){g| + hvbTb, y restringindonos al subespacio
generado por los vectores |e,n, N) y |g, m, M), el Hamil-
toniano efectivo del SF en la representacién de interaccin
total esta dado por:

h
— 2 {191} el + T Tulg) ol

+TTare ™ g) (el + D4, Tree e} g } (17)

Hey(t) =

donde I';; y T'sy son funciones evaluadas en los oper-
adores bosénicos:

r, = g[p(ﬁt)eiup(ﬁt)

Py = Q"D(y)

te ) a (18)
(19)

con los argumentos (de los operadores de desplazamien-
t0):
Be = inpe™! = ine'? (20)

Finalmente, al considerar la condicién de resonancia,
6 = kv, y despreciando las contribuciones de los térmi-
nos de oscilacién rdpida (aproximacién de onda rotante

y o

W+ _ -1 92 1 A'nl\fk: ’ ) RZ,N,kt
o ()= W®)|o|y() =1~ ZXnN IR sin A

para los grados de libertad de movimiento del ién), el
Hamiltoniano efectivo del SF se expresa como:

Qh 9 h
Py o) - B B el e

I (Bt (ro,m)) ) ol

(21)

donde las funciones evaluadas en operadores, Fj +, cor-
responden a las obtenidas por el método de serie de
Dyson [1], en el mismo régimen.

4. Evolucion y estados de Fock
bimodales
4.1. Evolucion del sistema

Teniendo en cuenta el proceso de diagonalizacion de
Heif descrito en [1], es posible obtener el estado del sis-
tema en instantes posteriores al inicial. Por ejemplo, para
un ién inicialmente en su estado excitado, el vector de es-
tado en instantes posteriores debido a la evolucién con el
Hamitloniano H:'f esta dado por:

ZamN#@ ' ”N+t/h|¢n, ,+>

gt
tap e P Uyt ) (22)
donde:
+ GI,N,IC ie/2
anv = (W lp(0) = cos | ) 2y
0 )
Qn,N,— = < n,N,— |1/J( )> —sin <”72NJ€> 6135/2)(71,N

Por ejemplo, la inversién (en este caso) se puede ex-
presar como:

n,N,k
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4.2. Dinamica selectiva

Se puede observar que, de la ecuacién (23), la expre-

AT 2
sién [1 - (R%Z) ] actiia como un peso que puede
seleccionar cual de los th n serd al final importante; es-
to es, con una adecuada eleccion de los pardmetros del
sistema se puede lograr que dicha expresion sea casi nu-
la para todos los valores (n,N) excepto para un par
(ne, N,) preseleccionado. Luego, lo anterior se puede con-
seguir si se satisface las siguientes condiciones:

A;,,No,k =0 (24)

+
An ,N,k

Q
—

A n, N N, No 25
o (1, N) # (00, ) (25)

donde primero se fija el parmetro 6 = kv . Ahora, las
condiciones previas se pueden satisfacer si las constantes
de acoplamiento, 2 y ¢, cumplen:

1
Q2 = S9%(no +1) |77 cos(26) Ly, 4 (4n2) + 1] (26)

mientras que los pardmetros de Lamb-Dicke, 7, vy 7,
deben satisfacer:

29|1QA% |[Vn F 1

+
An,N,k:

<1V (n,N) # (1o, No

SNk (10, 1) ) (27)

Con el objetivo de obtener una expresion que permita
estimar el orden de magnitud de los pardametros de Lamb-
Dicke adecuados para satisfacer las condiciones previas,
se procede a realizar una expansién en serie de potencias

FrgNok(est) = [(no+1, No + kl|¢(1))

de la funcién S, Nk (7,7) , obtenindose:

2/(1 +no)(1 +n) \/% (MR kO (k)

(1o —n)

Sn,N,k('r]O7 77) =

donde 7, = mx{n,,n} < 1. Luego, la condicién (27)
equivale a exigir:

Qn.Nk(Mm) = 2\/ 1(:0nj 7(3 ) \/k' (NHC) nfn
<1 V (n,N)# (n,,N,) (28)

Ahora, se observa que Qn Nk < Qno+1,N. VR >
0y N < N, donde N, es tomado de la estadistica
fondnica inicial, de tal forma que, xn, v <1 si N > N,
con lo cual (28) se reduce a:

|
Do (110, N ) < K (29)
2/ (14 n0)(2 + no) NP'H“
con 107* <« 1. Con esto, las ecuaciones es-

tablecen las condiciones para los parametros del s1stema
de tal forma que, es posible preseleccionar un subespacio
especifico, {|e, no, No), |9, 10 + 1, N, + k) }, para la evolu-
cién del sistema.

De (29) se observa que para un parmetro de Lamb-
Dicke dado, 7, (ne, My, k), es posible (con el mismo
valor de dicho parmetro) preseleccionar subespacios,
{le,n,N),|g,n+ 1, N + k)}, con las condiciones n < n,,
N < N, vy k > k,, siempre que logren satisfacer una
ecuacién como (26).

La fidelidad del estado de Fock bimodal, se define y se
estima de la siguiente manera:

|
N=mNo="Nm

2 2 (RY ok
H Nno, o, R
Xngo,No SHL Aot

R+ R+ "’7:770:77111,
2 02 no,No.k 22 + 02 n,N.,k
Xng,N, S (# t) + X5 N sin (on,N,k) sIN ( A t)

\%

En las figuras 2 y 3, se muestra un caso en el cual
el i6n inicia en estado excitado, y tanto la distribucién
foténica como fondnica corresponden a estados inicial-
mente coherentes. Se observa que en la evolucién del
sistema, la observacién del i6n en su estado fundamental
implicarfa de inmediato la generacién de un estado de
Fock bimodal (preseleccionado) en la estadistica fotén-
fondn.

.
sin? (L”‘Zﬁ""k t)

— - lrmrom (30)

sin? | —tefet ¢ ) 4102 Z( N) (110, No) 7

427
(s
) = ."l.':
2, 'l,'",'

54 ':I"
ML
;'cl'":"tr 7

LRLTRGAL
L
&

= |
",'"r"l..'
Voo
/: {27 "' >4
oo
o

s
o,
"I'Ar.

4 tees
oo/
27

oo

Figura 2. FEstado preseleccionado: n, = 3, N, = 2,
N. =10N,, k=12, n~0,6386 («=1,0), Probabili-
dad mdzima de encontrar en |g,4,14) es 0,0606 .

Facultad de Ciencias — UNI

REVCIUNI 14 (2) (2011) 49-53



Generacion de estados de Fock Bimodales 53
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Figura 3. Inversion W (t) y Fidelidad F,, n,r(c,t)
con estado preseleccionado: n, = 3, N, = 2, N, =
10N, , k=12, n ~0,6386 (a = 1,0). Mdzima fideli-
dad para el estado |g,4,14) es 0,9524.

Las figuras 4 y 5 muestran el caso previo pero con un
mayor valor del pardmetro «, de tal forma que, la curva
de inversién se superpone al caso 6ptimo y la fidelidad
del estado bimodal es cercana al 100 %.

Figura 4. FEstado preseleccionado: n, = 3, N, = 2,
N, =10N,, k=12, n~0,5477 (a = 1,8 ), Probabili-
dad mdzima de encontrar en |g,4,14) es 0,0587.
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Figura 5. Inversion W (t) y Fidelidad F,, n,r(c,t)
con estado preseleccionado: n, = 3, N, = 2, N, =
10N, , k=12, n ~0,5477 (a = 1,8). Mdzima fideli-

dad para el estado |g,4,14) es 0,9987.

5. Conclusiones

Respecto al proceso de eliminacion adiabética, se es-
tableci6 las condiciones especificas (y una escala de tiem-
po adecuada) para las cuales el sistema presentard una
dindmica efectiva donde el nivel atémico |¢) no manifi-
esta un cambio significativo en su poblacién. De manera
formal, se puso en evidencia un régimen de adiabaticidad
para el sistema en cuestion; sin embargo, sera necesario
un mayor estudio en esta area, i.e. se debe proponer un
procedimiento mas riguroso y cuantificar la estabilidad
de dicho régimen.

Tanto por eliminacién adiabética como por el método
de serie de Dyson [1], se obtuvo el Hamiltoniano efectivo
(21) del sistema. Dicho Hamiltoniano resulta una gener-
alizacién del Hamiltoniano de Jaynes y Cummings, que
satisface la conservacién de energia y es restringido a la
aproximaciéon de onda rotante, tanto para el acoplamien-
to de los estados atémicos con la cavidad como con los
estados de movimiento del propio i6n. En este sentido,
previo al Hamiltoniano efectivo (21) durante el proce-
so de eliminacién adiabética se obtuvo el Hamiltoniano
(17) sin la aproximacién de onda rotante para los gra-
dos de libertad de movimiento; dicho resultado brinda la
oportunidad para realizar un estudio, de la evolucién del
sistema, en un régimen extendido respecto al establecido
por la aproximacién de onda rotante (caso del acople con
estados de movimiento).

Se muestra la posibilidad de obtener un estado de
Fock bimodal preseleccionado, en la distribucién fotén-
fonoén, con solo una medicién oportuna del estado atémi-
co del i6n. Este proceso de interaccién selectiva es resul-
tado de ajustar algunos pardmetros del sistema como las
constantes de acoplamiento, frecuencia del laser y tiem-
pos de interaccién. Es necesario resaltar que ademas de
los limites del propio sistema fisico, para ajustar dichos
parametros, queda por establecer los limites debido a las
condiciones que permiten la evolucién efectiva del sistema
de acuerdo al Hamiltoniano (21).
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